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4 TABLE DES MATIE`RES
Introduction
Il existe plusieurs me´thodes d’imagerie pour la de´tection et la caracte´risation des objets dif-
fracteurs. Certaines me´thodes se contentent de de´terminer le nombre de ces diffracteurs ainsi que
leurs positions. D’autres me´thodes vont jusqu’a` estimer certaines de leurs caracte´ristiques telles
que la perme´abilite´, la permittivite´ et, dans certains cas, l’orientation. Ces me´thodes trouvent des
applications dans plusieurs domaines, comme la de´tection de mines anti-personnels, la mise en e´vi-
dence d’anomalies d’un sous-sol, le controˆle non destructif de mate´riaux et structures et l’imagerie
me´dicale.
Le principe est d’e´clairer de manie`re e´lectromagne´tique les objets diffracteurs graˆce a` un en-
semble approprie´ de sondes e´mettrices (nous nous porterons dans ce travail sur le seul cas d’un
re´seau de dipoˆles e´lectriques en tant qu’ide´alisation d’un tel ensemble) puis de recueillir le champ
que ces objets vont diffracter a` l’aide du meˆme ensemble de sondes ou d’un autre (a` nouveau, nous
conside´rerons un re´seau de dipoˆles comme cet ensemble, confondu ou non avec le re´seau e´metteur).
Il s’agit donc d’un proble`me inverse de diffraction, proble`me qui n’est d’ailleurs pas limite´ au cas
d’une interaction e´lectromagne´tique, nombre d’applications d’inte´reˆt impliquant l’usage d’ondes
acoustiques ou e´lastiques.
Il existe, de manie`re sche´matique, deux classes de me´thodes pour re´soudre un tel proble`me
inverse : les me´thodes ite´ratives et les me´thodes non ite´ratives, leur but ultime commun e´tant de
construire une image des objets a` partir des mesures du champ diffracte´, ultime dans la mesure
ou` l’on peut se borner a` une de´tection de pre´sence, une localisation, une estimation de forme, ou
la de´termination de parame`tres ge´ome´triques ou e´lectriques (acoustiques, e´lastiques) e´quivalents,
toutes solutions utiles a` un utilisateur potentiel dans son cadre de pre´occupation. Les me´thodes
non ite´ratives de fait tentent de fournir directement une telle caracte´risation, naturellement via un
appareil nume´rique convenable ; celles ite´ratives impliquent une caracte´risation progressive, en re`gle
ge´ne´rale impliquant des re´solutions successives du proble`me direct de diffraction pour des objets
devenant (ce que l’on souhaite tout au moins) de plus en plus proche de ceux existant effectivement,
l’e´cart e´tant pese´ via une fonction de couˆt que l’on minimise (dans le cas non-ite´ratif, si couˆt il y
a, il permet par exemple de mesurer l’e´cart entre les champs diffracte´s par les objets reconstruits
et les champs mesure´s, mais ce crite`re est a posteriori et il n’y a pas minimisation progressive).
Pour notre part, nous nous inte´ressons a` une me´thode non ite´rative – employe´e a` une seule
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fre´quence en re´gime harmonique – appele´e «MUltiple SIgnal Classification » (MUSIC) [25, 31] et
mise en œuvre donc dans le domaine e´lectromagne´tique - ses de´veloppements n’y sont pas limite´s
comme une abondante litte´rature le montre. Cette me´thode n’est naturellement pas la seule, et
on mentionnera en particulier la tre`s e´tudie´e « me´thode d’e´chantillonnage line´aire » ou « linear
sampling » telle que de´crite notamment par [31], sachant que la relation entre la me´thode MUSIC
et la me´thode d’e´chantillonnage line´aire a e´te´ conside´re´e par [17] et que des liens rigoureux entre
elles ont e´te´ mis en e´vidence par [6] dans le cas e´lectrostatique – cette analyse amont e´labore´e ne
rentre pas dans le cadre de ce travail de the`se, qui insiste essentiellement sur les expe´rimentations
nume´riques dans un cadre certes rigoureux mais pour une bonne part induit d’autres travaux.
La me´thode MUSIC est base´e sur la de´composition en valeurs singulie`res de la matrice A dite
de re´ponse multistatique (« Multi-Static Response » ou MSR dans la litte´rature anglo-saxonne)
du syste`me compose´ par le re´seau e´metteur, le re´seau re´cepteur, les objets diffractants ainsi que le
milieu (plus ou moins complexe) les contenant. Cette matrice MSR est, en fait, la matrice inter-
e´le´ments qui est construite en collectant le champ diffracte´ sur chacun des e´le´ments re´cepteurs en
re´ponse a` l’excitation d’un seul e´metteur, et ainsi de suite. Une telle matrice contient clairement
une information sur la manie`re dont les objets diffractent les ondes, reste a` mener une analyse
permettant effectivement de caracte´riser ces objets. Signalons, par ailleurs, que dans le monde des
syste`mes automatiques, cette matrice MSR n’est autre que la matrice de transfert du syste`me.
Notons que, pour obtenir une information comple`te sur les objets, il faut disposer le re´seau de
re´cepteurs tout autour des objets diffracteurs, mais que le travail mene´ aujourd’hui se borne a` des
situations particulie`rement demanderesses dites d’aspect limite´, pour lesquelles nous ne disposons
que d’un seul re´seau e´metteur (plan, et normalement d’extension finie et compose´ d’un nombre
de dipoˆles fini), et d’un seul re´seau re´cepteur de constitution similaire, sauf quelques exceptions le
meˆme que le re´seau e´metteur, tous deux fixes dans l’espace. Le produit de cette matrice MSR et
de sa matrice conjugue´e transpose´e repre´sente l’ope´rateur de retournement temporel (ORT) qui est
a` la base de la the´orie du retournement temporel propose´ par Fink et Prada [28] dans le domaine
acoustique et e´tendue ensuite aux domaines e´lastiques et e´lectromagne´tiques - nous reviendrons
ulte´rieurement sur ce dernier aspect.
Le principe du retournement temporel est simple et intuitif. Si l’on enregistre au niveau d’un
re´seau re´cepteur le champ rec¸u de la part d’une source ponctuelle, puis que l’on re´e´met de la part de
ce meˆme re´seau l’onde enregistre´e qui aura e´te´ temporellement inverse´e (le signal f(t) rec¸u sera e´mis
selon f(−t) de telle sorte que les signaux rec¸us en dernier seront e´mis en premier et les signaux rec¸us
en premier seront e´mis en dernier), alors l’on verra l’onde « traverser » le milieu et faire le chemin
inverse pour converger a` la position de la source ponctuelle. C’est le principe de fonctionnement
des miroirs a` retournement temporel. L’inversion du temps dans le domaine temporel (d’ou` vient
le terme « retournement temporel ») se traduit dans le domaine fre´quentiel par une conjugaison
complexe d’ou` l’Ope´rateur de Retournement Temporel (ORT) de´fini par T = A∗A, le signe *
de´signant la trans-conjugaison. Les vecteurs propres de T sont les vecteurs singuliers de A et les
valeurs propres de T sont les carre´s des valeurs singulie`res de A.
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Il a e´te´ montre´ que le nombre de valeurs singulie`res de cette matrice MSR de´pend de la confi-
guration du re´seau et des caracte´ristiques des objets. Dans le domaine acoustique, Fink et Prada
[28] ont montre´ que chaque diffracteur ponctuel, dans la seule hypothe`se d’une variation de com-
pressibilite´ posse`de une seule valeur singulie`re. Ensuite, Chambers et Gautesen [9] ont montre´ que
chaque diffracteur physiquement ponctuel (c’est-a`-dire ayant un volume non nul, contrairement
aux objets ponctuels mathe´matiques qui posse`dent un volume e´gal a` ze´ro) peut posse´der jusqu’a`
quatre valeurs singulie`res dont la valeur dominante traduit le moment monopoˆlaire induit associe´
au contraste de compressibilite´ entre l’objet et le milieu et dont les trois autres valeurs traduisent
les trois moments dipolaires associe´s aux contrastes de densite´.
Le principe du retournement temporel a e´te´ repris dans le domaine e´lectromagne´tique d’abord en
2-D par Tortel et al. [53] dans le cas de sphe`res et de cylindres die´lectriques et conducteurs illumine´s
par un re´seau dispose´ tout autour de l’objet et ensuite par Ammari et al. [3] en 2-D en espace libre
et en demi-espace. En 3-D, Chambers et Berryman [10] ont montre´ qu’une sphe`re centre´e par
rapport aux re´seaux d’e´metteurs/re´cepteurs posse`de, si elle est die´lectrique, au maximum trois
valeurs singulie`res et, si elle est parfaitement conductrice, jusqu’a` six, ce qui veut de´ja` dire que par
le nombre de valeurs singulie`res on peut atteindre une premie`re caracte´risation de l’objet sphe´rique
a` de´tecter. Notons que chaque e´tat singulier correspond a` une orientation orthogonale des moments
dipolaires induits dans la sphe`re. (J’ai eu l’occasion d’e´tudier en de´tail les travaux de Chambers et
Berryman concernant le cas d’un objet sphe´rique de petite taille lors de mon stage de Master de
recherche en 2005.)
La premie`re me´thode d’imagerie issue de la the´orie du retournement temporel a e´te´ l’imagerie
par champ re´tropropage´ qui consiste a` appliquer le vecteur singulier comme excitation du re´seau
e´metteur, l’onde convergeant alors vers la position de l’objet. L’onde qui sera ensuite diffracte´e par
l’objet va ge´ne´rer des tensions induites au niveau du re´seau re´cepteur proportionnelles au conjugue´
de ce meˆme vecteur singulier.
L’imagerie par champ re´tropropage´ s’ave`re donner une re´solution longitudinale moins bonne que
la re´solution transversale pour un re´seau situe´ d’un seul coˆte´ de l’objet diffractant [25] (contraire-
ment au cas d’un re´seau dispose´ tout autour de l’objet). Notons que cette re´solution de´pend de la
ge´ome´trie du re´seau, du nombre des e´le´ments et de l’espacement entre ces e´le´ments.
Dans le domaine acoustique, Devaney a exploite´ la de´composition de l’espace image de la matrice
MSR en « sous-espace signal » et « sous-espace bruit » pour proposer une me´thode MUSIC qui
utilise la projection sur le sous-espace bruit. L’imagerie MUSIC assure (ou semble assurer) une
meilleure re´solution et ne ne´cessite pas un grand nombre d’e´metteurs/re´cepteurs.
Cette me´thode a e´te´ e´tendue au domaine e´lectromagne´tique 3-D par [3], ces auteurs ayant
pre´sente´ une me´thode d’imagerie de type MUSIC base´e sur la de´composition en valeurs singulie`res
de la matrice MSR calcule´e a` l’aide des dyades de Green du milieu et d’une formule asymptotique
rigoureuse du champ e´lectromagne´tique diffracte´ par de petites inclusions ellipso¨ıdales die´lectriques
et/ou magne´tiques place´es dans un milieu homoge`ne isotrope.
8 Introduction
Mes travaux de the`se s’inscrivent dans la continuite´ des travaux mene´s entre le L2S, Gif-sur-
Yvette, et le CMAP, Palaiseau, par H. Ammari, E. Iakovleva, D. Lesselier et G. Perrusson (on se
re´fe´rera aux publications [3] et [4], en sus de celles m’impliquant [37]), et ils ont en sus fait l’objet
d’une coope´ration tre`s utile avec l’Institut Fresnel, Marseille (la contribution de P. C. Chaumet
sur les mode`les exacts et simulations nume´riques de la diffraction par la me´thode dite des dipoˆles
couple´s [16]), tandis que des e´le´ments pertinents relatifs aux tenseurs de polarisation de deux sphe`res
couple´es ont re´sulte´ de la contribution « prive´e » de G. Dassios, ICHT-FORTH Patras. Ces travaux
impliquent les items suivants :
– exploitation de la formule asymptotique du champ diffracte´ et de la notion de tenseur de
polarisation associe´ a` l’objet ;
– extension du travail a` la configuration en demi-espace ;
– prise en compte du couplage entre les inclusions dans la configuration en espace libre et
du couplage entre les inclusions et l’interface dans la configuration demi-espace graˆce a` une
approche base´e sur les coordonne´es bisphe´riques et au mode`le de Foldy-Lax ;
– validation de la me´thode asymptotique par une me´thode nume´rique de calcul du champ
diffracte´ (coupled dipole method CDM) ;
– e´tude de l’effet d’un bruit gaussien additif ajoute´ a` la matrice MSR ;
– imagerie MUSIC : de´termination de l’angle d’inclinaison d’un objet ellipso¨ıdal ;
– e´tude de la super-re´solution de l’imagerie MUSIC ;
– effet de l’utilisation de la dyade de Green approche´e en demi-espace sur l’imagerie MUSIC ;
– (last but not least) ame´lioration du code Matlab de´ja` de´veloppe´ au sein du laboratoire pour
prendre en compte les nouvelles configurations e´tudie´es (demi-espace, couplage bisphe´rique,
couplage Foldy-Lax, dyades de Green approche´es, bruits additifs, ellipso¨ıde incline´)
Ce me´moire de the`se se compose de quatre chapitres. Le premier chapitre est consacre´ a` la
formule asymptotique du champ diffracte´ par de petites inclusions en espace libre. Cette formule
asymptotique propose´e par [4] ne prend pas en compte de manie`re native le couplage entre les
inclusions (i.e., les inclusions sont conside´re´es eˆtre assez e´loigne´es les unes des autres). Cette for-
mule n’est approprie´e que pour des objets assez petits devant la longueur d’onde dans le milieu
environnant a` la fre´quence d’ope´ration et de faibles contrastes (de telle sorte que ces objets gardent
une taille e´lectrique e´quivalente suffisamment petite devant la longueur d’onde). Pour prendre en
compte l’effet du couplage entre deux inclusions sphe´riques (ces deux sphe`res sont de rayons et de
permittivite´s diffe´rents ou e´gaux), nous avons calcule´ un nouveau tenseur de polarisation propose´
par G. Dassios et al. [24], ce tenseur e´tant traite´ par une me´thode analytique base´e sur la se´pa-
rabilite´ de l’e´quation de Laplace en coordonne´es bisphe´riques. Pour le cas de plusieurs inclusions
(plus que deux, mais aussi, pour comparaison, deux seulement), nous introduisons le mode`le de
diffraction multiple de Foldy-Lax [26, 58].
Le second chapitre traite de la formule asymptotique en configuration demi-espace [37] lorsque le
re´seau e´metteurs/re´cepteurs est place´ dans le milieu supe´rieur et que les inclusions sont place´es dans
le milieu d’enfouissement. De la meˆme manie`re, la formule asymptotique originale suppose que les
inclusions sont e´loigne´es de l’interface de telle sorte que l’on puisse ignorer l’effet du couplage entre
les inclusions et l’interface. La formule asymptotique en demi-espace n’est valide que pour de petites
inclusions (taille suffisamment petite devant la longueur d’onde dans le milieu d’enfouissement).
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Cette formule s’exprime en fonction de la partie transmise de la dyade de Green. Pour re´duire le
temps de calcul des dyades de Green, nous avons utilise´ des me´thodes approche´es propose´es dans
la litte´rature par Chew et Cui [21, 20]. Pour prendre en compte le couplage entre l’interface et une
inclusion sphe´rique enfouie, nous utilisons un tenseur de polarisation base´ sur la meˆme approche en
coordonne´es bisphe´riques. En effet, cela revient a` conside´rer le cas de deux sphe`res lorsque le rayon
de la seconde sphe`re tend vers l’infini, cette sphe`re se transformant alors en une interface plane.
Pour conside´rer l’effet du couplage entre plusieurs inclusions et l’interface, on introduit le mode`le
de Foldy-Lax en prenant en compte la composante re´fle´chie par l’interface.
Ammari et al. [4] a pre´cise´ que la formule asymptotique ne s’applique que lorsque la taille de
l’objet est assez petite devant la longueur d’onde. Peut-on appliquer la formule asymptotique si
l’objet est une sphe`re de rayon λ/6 ? λ/4 ? Jusqu’a` quel rayon pouvons-nous appliquer la formule
asymptotique ? Afin de re´pondre au moins de manie`re partielle a` ces questions tre`s pratiques,
nous comparons dans le troisie`me chapitre, pour diffe´rents rayons, le champ diffracte´ calcule´ par
la formule asymptotique au champ diffracte´ calcule´ par la formule nume´rique « exacte » CDM
(Coupled Dipole Method) graˆce a` des donne´es fournies par P. C. Chaumet. La comparaison est
effectue´e sur des objets sphe´riques et ellipso¨ıdaux, en configuration espace libre et en configuration
demi-espace, le cas de sphe`res couple´es e´tant aussi traite´.
Dans le quatrie`me chapitre, le fondement the´orique de la me´thode d’imagerie MUSIC est pre´-
sente´. Nous appliquons cette me´thode a` partir de matrices MSR calcule´es par la formule asymp-
totique et par la me´thode CDM. Les objets a` de´tecter sont des objets sphe´riques ou ellipso¨ıdaux,
die´lectriques et/ou magne´tiques en milieu espace libre ou en demi-espace. Nous pre´sentons une
e´tude sur la super-re´solution de l’imagerie MUSIC. Une e´tude de la de´termination de l’angle d’in-
clinaison d’un ellipso¨ıde centre´ par rapport a` une ligne d’e´metteurs/re´cepteurs est aussi mene´e.
En effet, une fois la position de l’objet de´tecte´e par la me´thode MUSIC, nous de´plac¸ons une ligne
d’antennes horizontalement de fac¸on a` la centrer au-dessus de lui. Nous re´alisons une se´rie de me-
sures en effectuant a` chaque fois une rotation du re´seau de dipoˆle de fac¸on a` balayer les angles
possibles (de 0 a` pi). Puis en e´tudiant la variation de la valeur singulie`re dominante de la matrice
MSR en fonction de l’angle de rotation du re´seau, nous arrivons a` de´terminer l’angle d’inclinaison
de l’ellipso¨ıde enfoui.
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Chapitre 1
Formule asymptotique du champ
diffracte´ en espace libre
1.1 Introduction
Le but de nos travaux est de de´tecter de petits objets enfouis a` partir de la mesure du champ
e´lectromagne´tique qu’ils diffractent a` une fre´quence prescrite. Pour formuler le proble`me direct, il
nous faut donc de´terminer l’expression analytique du champ diffracte´ par ces petits objets.
Notons, d’ores et de´ja` que nous ne nous inte´ressons qu’a` de petits objets diffracteurs dont
la taille est faible devant la longueur d’onde. D’ailleurs, il n’existe pas de formule ge´ne´rale de
calcul du champ e´lectromagne´tique diffracte´ par un objet de taille et de forme quelconques. En
effet, pour de tels objets on ne pourra qu’utiliser des me´thodes nume´riques telles que la me´thode
CDM (Coupled Dipole Method) qui se base sur une discre´tisation de ces objets en des cubes
e´le´mentaires. Nous reviendrons sur cette me´thode en de´tail dans le chapitre 3. De telles me´thodes
« nume´riques » permettent, certes, de calculer le champ diffracte´, mais ne nous permettent pas de
formuler « analytiquement » notre proble`me direct.
Inte´ressons nous donc aux petits objets et aussi, pour simplifier, uniquement aux objets ho-
moge`nes et isotropes. Par contre, les formes de ces objets pourront eˆtre quelconques. Dans ce cas,
lorsque la taille des objets tend vers ze´ro, des de´veloppements asymptotiques du champ e´lectroma-
gne´tique diffracte´ existent dont la formule propose´e par Ammari et al. [1] qui est donne´e a` l’ordre
« taille puissance 4 ». Cette formule s’exprime, comme on peut s’y attendre, en fonction des dyades
de Green et des moments dipolaires induits en chaque objet.
Logiquement, lorsque l’on parle de de´tection d’objets enfouis, on s’attend a` une configuration
en demi-espace. Cependant, nous avons pre´fe´re´ consacrer ce premier chapitre a` la configuration en
espace libre afin de de´velopper les principes de la me´thode asymptotique choisie loin des complexite´s
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apporte´es par la configuration en demi-espace. L’e´tude dans un milieu demi-espace sera de´veloppe´e
dans le chapitre suivant (chapitre 2).
Dans ce premier chapitre, nous commenc¸ons par pre´senter la configuration du syste`me e´tudie´.
Ensuite nous introduisons les dyades de Green qui re´gissent la propagation du champ e´lectromagne´-
tique diffracte´ en espace libre. Puis, nous montrons comment, a` partir des e´quations de Maxwell,
on arrive a` la formulation inte´grale du champ diffracte´ qui sera la base de la formule asymptotique
du champ diffracte´ que nous allons e´tudier en de´tail par la suite. En effet, nous allons conside´rer
la notion de tenseur de polarisation qui permet de caracte´riser un objet diffractant. Nous nous
inte´resserons plus pre´cise´ment aux objets ellipso¨ıdaux dont la sphe`re est un cas particulier. Pour
prendre en compte la diffraction multiple entre plusieurs objets, nous allons d’abord introduire un
tenseur de polarisation pour deux inclusions sphe´riques couple´es et ensuite appliquer le mode`le
dit de Foldy-Lax. Nous terminons le chapitre par une e´tude de l’effet du couplage entre les objets
diffractants.
1.2 Configuration
Conside´rons une collection dem petites inclusions,Dj = xj+αVj, j = 1 . . . m, ou` Vj est l’espace
borne´ de R3 repre´sentant le volume de l’inclusion j, xj est la position de son centre et α est un
facteur d’e´chelle pour toutes les inclusions (α << 1). Chaque inclusion j a ses propres permittivite´
εj et perme´abilite´ µj . Ces m inclusions se trouvent dans un espace libre homoge`ne ayant une
permittivite´ ε0 et une perme´abilite´ µ0. L’ensemble des inclusions forme Iα =
∑m
j=1 xj + αVj (voir
Fig. 1.1)
y
ε0, µ0
J0
εj, µj
x
z
j
m
3
2
1
Figure 1.1 – Configuration en espace libre
Conside´rons les deux fonctions suivantes :
µα(r) =
µj si r ∈ Iα,µ0 si r /∈ Iα, et εα(r) =
εj si r ∈ Iα,ε0 si r /∈Iα.
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Soit k = ω√ε0µ0 le nombre d’onde du milieu, ou` ω = 2pif avec f la fre´quence de travail. La
de´pendance temporelle, choisie en e−iωt, sera sous-entendue par la suite.
1.3 Dyades de Green
La propagation des ondes e´lectromagne´tiques d’un dipoˆle source a` tout point de l’espace est
formalise´e graˆce aux dyades de Green. On distingue quatre types de dyades.
Le tenseur de Green Gee(r, r′) est la dyade e´lectrique-e´lectrique permettant de de´ter-
miner le champ e´lectrique rayonne´ par une source e´lectrique situe´e a` la position r′ = (x′, y′, z′)
observe´ au point r = (x, y, z). Nous conside´rons que cette source est un dipoˆle infinite´simal oriente´
selon la direction
−→
β et parcouru par un courant e´le´mentaire Il. La dyade de Green Gee(r, r′) est
la solution de l’e´quation de Helmholtz :
∇×∇×Gee(r, r′)− k2Gee(r, r′) = Iδ(r− r′), (1.1)
ou` I est la matrice identite´ 3× 3, et δ(r, r′) est la fonction de Dirac.
La dyade de Green ne pre´sente pas de divergence pour tout point r diffe´rent de r′. Elle est
donne´e ici (en espace libre) par :
Gee(r, r′)=
[
I+
∇∇
k2
]
g(r, r′),
ou` g(r, r′) = eik|r−r′|/4pi|r − r′| est la fonction de Green qui correspond physiquement au rayonne-
ment d’une source ponctuelle situe´e en r′ mesure´ au point d’observation r de l’espace libre. Cette
fonction ve´rifie l’e´quation de Helmholtz (∆+ k2)g(r, r′) = δ(r, r′).
La dyade de Green Gee peut aussi s’e´crire sous la forme suivante :
Gee(r, r′) =
eik|r−r′|
4pi
(
1
|r− r′| (I− rˆrˆ
t) +
(
i
k|r− r′|2 −
1
k2|r− r′|3
)(
I− 3 rˆrˆt)) , (1.2)
ou` rˆ = (r− r′)(r− r′)t/|r− r′|2, et t est l’ope´rateur transpose´.
Les deux termes 1/|r− r′|2 et 1/|r− r′|3 dominent lorsque le rayonnement est en champ proche
(lorsque |r − r′| << 1) alors que l’autre terme 1/|r − r′| correspond au rayonnement dominant
d’un dipoˆle e´lectrique en champ lointain (lorsque |r− r′| >> 1). Donc l’expression (1.2) devient en
champ lointain :
Gee(r, r′) =
eikr
4pir
e−ikrˆ·r
′
∆(rˆ) +O
(
1
r2
)
(1.3)
ou` ∆(rˆ) · a = −rˆ× (rˆ× a), r est l’amplitude du vecteur r et rˆ est le vecteur unitaire dirige´ selon
r. Pour plus de pre´cision,
∆(rˆ) = I− rˆrˆ (1.4)
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avec ∆ =∆t.
Une fois Gee(r, r′) de´termine´e, le champ e´lectrique incident E0(r) se calcule par :
E0(r) = iωµ0 Gee(r, r′) ·−→β Il.
De manie`re analogue, la dyade de Green magne´tique-magne´tique Gmm(r, r′) permet de
calculer en tout point d’observation r le champ magne´tique cre´e´ par une source d’origine magne´tique
situe´e en r′. Si l’on souhaite de´terminer le champ magne´tique duˆ a` une source d’origine e´lectrique,
il est ne´cessaire d’utiliser une dyade de Green du type magne´tique-e´lectrique Gme(r, r′) =
∇×Gee(r, r′), qui peut eˆtre aussi donne´e par :
Gme(r, r′) =
(
ik − 1|r− r′|
)
eik|r−r′|
4pi|r− r′| Λ(rˆ),
ou` Λ(rˆ) · a = rˆ× a.
En champ lointain (|r− r′| >> 1), Gme prend l’expression suivante
Gme(r, r′) = ik
eikr
4pir
e−ikrˆ·r
′
Λ(rˆ) +O
(
1
r2
)
. (1.5)
Pour plus de pre´cision,
Λ(rˆ) =
 0 −rˆz rˆyrˆz 0 −rˆx
−rˆy rˆx 0
 , (1.6)
avec Λ = −Λt.
Gme permet alors de de´terminer le champ magne´tique incident H0(r) qui est donne´ par :
H0(r) = Gme(r, r′) ·−→β Il. (1.7)
Par le principe de dualite´, nous obtenons la dyade de Green e´lectrique-magne´tique
Gem(r, r′) qui nous permet de de´terminer le champ e´lectrique rayonne´ par une source magne´tique.
La dyade de Green Gee(r, r′) ve´rifie aussi les conditions de re´ciprocite´ suivantes :
Gee(r, r′)=
[
Gee(r′, r)
]t
,
∇×Gee(r, r′)=[∇′×Gee(r′, r)]t .
ou` ∇′ est la de´rivation par rapport au point source r′. Par le principe de dualite´ nous obtenons
les dyades de Green magne´tique-magne´tique Gmm et e´lectrique-magne´tique Gem qui sont donne´es
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par les expressions suivantes :
Gmm(r, r′) = Gee(r, r′), (1.8)
Gem(r, r′) = Gme(r, r′), (1.9)
et nous avons aussi par dualite´ les correspondances suivantes :
H→ E,
E→ H,
µ→ −ε,
ε→ −µ,
J → −M
M → −J.
1.4 Formulation inte´grale du champ diffracte´
Les champs e´lectromagne´tiques incidents (en espace libre, sans prendre en compte la pre´sence
des inclusions) E0 et H0 sont les solutions des e´quations de Maxwell :

∇×E0 = iωµ0H0 ,
∇×H0 = −iωε0E0 + J0 ,
lim
r→∞ r [∇×E0 − ikrˆ×E0] = 0, et limr→∞ r [∇×H0 − ikrˆ×H0] = 0.
Soit E et H les champs e´lectromagne´tiques en pre´sence des inclusions Iα. Ces champs ve´rifient
les e´quations de Maxwell et les conditions aux limites suivantes :
∇×E = iωµαH,
∇×H = −iωεαE+ J0,
ν ×E et ν ×H sont continus sur ∂Dj ,
ν · (εαE)+ − ν · (εαE)− = 0 sur ∂Dj ,
ν · (µαH)+ − ν · (µαH)− = 0 sur ∂Dj ,
lim
r→∞ r [∇×E− ikrˆ×E] = 0, et limr→∞ r [∇×H− ikrˆ×H] = 0.
(1.10)
ou` J0 est la densite´ de courant et ν le vecteur normal oriente´ vers l’exte´rieur de la surface ∂Dj ; les
signes “ + ” et “− ” indiquent les limites a` l’exte´rieur et a` l’inte´rieur de la surface ∂Dj .
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A partir de (1.10), le champ e´lectrique satisfait :
∇×µ−1α ∇×E− ω2εαE = iωJ0,
ν ×H est continu sur ∂Dj ,
ν · (εαE)+ − ν · (εαE)− = 0 sur ∂Dj ,
lim
r→∞ r [∇×E− ikrˆ×E] = 0.
(1.11)
Soit r '= r′ et soit V un domaine qui contient l’ensemble des inclusions. En multipliant la
permie`re e´quation dans (1.11) par Gee(r′, r) · a et en inte´grant par partie sur le volume V , on
obtient :∫
V
dr′
[
∇′× 1
µα
∇′×E(r′)− ω2εαE(r′)
]
·Gee(r′, r) · a
=
∮
∂V
dσ ν · 1
µ0
[∇′×E(r′)×Gee(r′, r) +E(r′)×∇′×Gee(r′, r)] · a+ 1
µ0
E(r) · a
+
m∑
j=1
∫
Dj
dr′
[(
1
µα
− 1
µ0
)
∇′×E(r′) ·∇′×Gee(r′, r)− ω2 (εα − ε0)E(r′) ·Gee(r′, r)
]
· a
=
1
µ0
∫
V
dr′ iωµ0 J0(r′) ·Gee(r′, r) · a = 1µ0E0(r) · a.
En utilisant la condition de rayonnement satisfaite par Gee et E, on constate que le premier
terme est e´gal a` ze´ro. D’ou` la formulation inte´grale :
E(r)−E0(r)
=
m∑
j=1
∫
Dj
dr′
[
−µ0
(
1
µj
− 1
µ0
)
∇′×E(r′) ·∇′×Gee(r′, r) + ω2µ0 (εj − ε0)E(r′) ·Gee(r′, r)
]
.
Nous prenons le transpose´ de l’e´quation et, en notant que ∇×E = iωµH, nous obtenons :
E(r)−E0(r)
=
m∑
j=1
∫
Dj
dr′
[
−iωµ0µj
(
1
µj
− 1
µ0
)
∇×Gee(r, r′) ·H(r′) + ω2µ0 (εj − ε0)Gee(r, r′) ·E(r′)
]
.
La diffe´rence entre le champ total en pre´sence des inclusions E(r) et le champ en absence
des inclusions E0(r) repre´sente le champ diffracte´. C’est l’e´quation inte´grale dite de Lippmann-
Schwinger :
E(r)−E0(r) =
m∑
j=1
∫
Dj
dr′
[
iω (µj − µ0)Gem(r, r′) ·H(r′) (1.12)
+ω2µ0 (εj − ε0)Gee(r, r′) ·E(r′)
]
.
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Nous avons de´ja` pre´sente´ dans le paragraphe pre´ce´dent les dyades de Green Gee et Gme.
Nous obtenons par dualite´ l’expression du champ magne´tique diffracte´ comme suit :
H(r)−H0(r) =
m∑
j=1
∫
Dj
dr′
[−iω (εj − ε0)Gme(r, r′) ·E(r′) (1.13)
+ω2ε0 (µj − µ0)Gmm(r, r′) ·H(r′)
]
.
1.5 Formule asymptotique du champ diffracte´
A partir de la formulation inte´grale de Lippmann-Schwinger, Ammari et al. [1], ont e´tabli la
formule asymptotique du champ e´lectrique diffracte´ par une collection de petites inclusions. Cette
formule n’est valable que lorsque la taille de chaque inclusion est suffisamment petite devant la
longueur d’onde (α << λ). La formule asymptotique du champ e´lectrique diffracte´ E−E0 donne´e
au premier ordre (terme α3) est la suivante :
E(r)−E0(r) = α3
m∑
j=1
[
iω µ0Gem(r,xj) ·Mg
(
µj
µ0
;Vj
)
H0(xj) (1.14)
+k2Gee(r,xj) ·Mg
(
εj
ε0
;Vj
)
E0(xj)
]
+O(α4),
Par dualite´, nous obtenons la formule asymptotique du champ magne´tique diffracte´ H−H0 au
meˆme ordre qui est la suivante :
H(r)−H0(r) = α3
m∑
j=1
[
−iω ε0Gme(r,xj) ·Mg
(
εj
ε0
;Vj
)
E0(xj) (1.15)
+k2Gmm(r,xj) ·Mg
(
µj
µ0
;Vj
)
H0(xj)
]
+O(α4),
ou` Mg
(
qj
q0
;Vj
)
=
(qj − q0)
q0
M
(
qj
q0
;Vj
)
. (1.16)
Dans ce qui pre´ce`de, Mg (qj/q0;Vj) (i.e., qj/q0 = εj/ε0;µj/µ0) est le tenseur de polarisation qui
contient une information sur le volume Vj et le contraste qj/q0 entre l’inclusion j et le milieu exte´-
rieur, et M (qj/q0;Vj) est le tenseur de polarisation. A partir de l’expression (1.14), nous pouvons
obtenir le champ diffracte´ par un conducteur e´lectrique parfait (PEC) en faisant tendre la permit-
tivite´ de l’inclusion vers l’infini (εj →∞) et sa perme´abilite´ vers ze´ro (µj → 0) et par dualite´ nous
obtenons le cas d’un conducteur magne´tique parfait (PMC).
L’expression (1.14) nous donne le champ diffracte´ a` une pre´cision de l’ordre α4. Notons que
lorsque l’inclusion Vj est syme´trique par rapport a` son centre, le terme puissance α4 s’annule et
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nous obtenons une pre´cision de l’ordre α5 [4]. C’est le cas, entre autre, des inclusions sphe´riques et
ellipso¨ıdales que nous allons traiter par la suite.
1.6 Tenseur de polarisation pour une inclusion ellipso¨ıdale
Nous avons vu que la formule asymptotique (1.14) se base sur le tenseur de polarisation pour
caracte´riser la fac¸on dont l’objet diffracte l’onde incidente. Dans cette section, nous nous inte´ressons
d’abord au calcul de ce tenseur pour des objets ellipso¨ıdaux et ensuite e´tudions le comportement
des e´le´ments de ce tenseur en fonction de la forme et des caracte´ristiques e´lectromagne´tiques de
l’ellipso¨ıde. Notons que cette e´tude concerne le cas d’un ellipso¨ıde isole´, c’est-a`-dire non couple´ a`
un autre objet. Ce dernier cas sera e´tudie´ un peu plus loin (section 1.7).
1.6.1 Expression du tenseur de polarisation
Ici nous allons de´crire le tenseur de polarisation d’une inclusion de forme ellipso¨ıdale isole´e
dans l’espace. Ce tenseur de polarisation de´pend du volume et des proprie´te´s e´lectromagne´tiques
de l’inclusion.
Soit a, b et c les semi-axes de l’ellipso¨ıde, tels que a ≥ b ≥ c > 0 et (xˆ1, xˆ2, xˆ3) les vecteurs
unitaires du repe`re de coordonne´es carte´siennes (x1, x2, x3) correspondant a` ces trois semi-axes
centre´ sur le centre de l’ellipso¨ıde.
L’e´quation de l’ellipso¨ıde est la suivante :
x21
a2
+
x22
b2
+
x23
c2
= 1.
Le tenseur de polarisation pour une inclusion ellipso¨ıdale est de´fini par [5] :
Mg
(
qj
q0
;Vj
)
= Rt
mja 0 00 mjb 0
0 0 mjc
R |Vj|, (1.17)
ou` |Vj | = 4piabc/3 est le volume de l’ellipso¨ıde et R est une matrice de rotation de dimension 3× 3
qui permet de traiter le cas d’un ellipso¨ıde incline´ graˆce a` un changement de repe`re. En effet, ce
changement de repe`re s’effectue au moyen de trois rotations : une premie`re (φ angle de pre´cession)
autour de l’axe z ame`ne l’axe x sur l’intersection entre les plans x−y des deux repe`res. Une seconde
rotation (ψ angle de rotation propre) autour de ce nouvel axe x ame`ne le plan x − y de l’ancien
repe`re sur celui du nouveau repe`re. Une dernie`re rotation (θ angle de nutation), autour du nouvel
axe z, ame`ne l’axe des x sur celui du nouveau repe`re.
Si l’ellipso¨ıde est incline´ (i.e., les semi-axes ne co¨ıncident pas avec les axes du repe`re) selon les
angles d’Euler (voir Fig. 1.2) θ ∈ [0;pi], φ ∈] − pi;pi] et ψ ∈] − pi;pi], la matrice de rotation prend
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Figure 1.2 – Les angles de rotation
alors cette forme :
R =
 cosφ cos θ cosψ − sinφ sinψ sinφ cos θ cosψ + cosφ sinψ − sin θ cosψ− cosφ cos θ sinψ − sinφ cosψ − sinφ cos θ sinψ + cosφ cosψ sin θ sinψ
cosφ sin θ sinφ sin θ cos θ
 . (1.18)
Dans (1.17), les coefficients mjl, l ∈ {a, b, c} , sont donne´s par
mjl =
qj − q0
q0 + Ll(qj − q0) , (1.19)
ou` les Ll sont les coefficients de de´polarisation ([23] et [2]) :
Ll =
abc
2
∫ ∞
0
dx
(x+ l2)
√
(x+ a2)
√
(x+ b2)
√
(x+ c2)
, l ∈ {a, b, c} et
∑
l∈a,b,c
Ll = 1. (1.20)
Pour un ellipso¨ıde de re´volution aplati a = b > c (voir Fig. 1.3), les coefficients de de´polarisation
sont donne´s par [14] :
La=Lb =
a2c
2(a2 − c2)
(
I10 −
c
a2
)
,
Lc=− a
2c
a2 − c2
(
I10 −
1
c
)
, (1.21)
ou` I10=−
1√
a2 − c2
pi
4
− arctan
√
a+
√
a2 − c2
a−√a2 − c2
 .
Dans le cas d’un ellipso¨ıde de re´volution allonge´ a > b = c (voir Fig. 1.3), les coefficients de
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de´polarisation s’e´crivent [14] :
La=
ab2
a2 − b2
(
I10 −
1
a
)
,
Lb=Lc = − ab
2
2(a2 − b2)
(
I10 −
a
b2
)
, (1.22)
ou` I10=
1
2
√
a2 − b2 ln
(
a+
√
a2 − b2
a−√a2 − b2
)
.
Dans le cas particulier d’un ellipso¨ıde tre`s allonge´ ou aiguille (a >> b = c), La tend vers ze´ro et
(b) ellipsoïde  aplati(a) ellipsoïde  allongé
c
b
x
y a
z
c ya
z
x
a = b > c
b
a = b < c
Figure 1.3 – Ellipso¨ıdes
Lb,c tend vers 1/2. Si nous conside´rons un disque (a = b >> c), Lc tend vers 1 et La,b sont proches
de ze´ro. Et si a = b = c l’ellipso¨ıde devient une sphe`re avec (Ll = 1/3), et l’expression du tenseur
de polarisation se simplifie (voir Tab. 1.1).
disque aiguille sphe`re
(a = b >> c) (a >> b = c) (a = b = c)
Coefficient de de´polarisation semi-axe a La → 0 La → 0 La = 1/3
Coefficient de de´polarisation semi-axe b Lb → 0 Lb → 1/2 Lb = 1/3
Coefficient de de´polarisation semi-axe c Lc → 1 Lc → 1/2 Lc = 1/3
Table 1.1 – Coefficients de de´polarisation pour les cas limites
Cas d’une sphe`re
Nous venons de voir que le coefficient du tenseur de de´polarisation pour une sphe`re est Ll = 1/3,
donc l’expression du tenseur de polarisation Mg(qj/q0;Vj) pour une inclusion sphe´rique de rayon
a devient comme suit :
Mg
(
qj
q0
;Vj
)
=
3(qj − q0)
2q0 + qj
|Vj | I, (1.23)
avec |Vj | = 4pia3/3.
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La formule asymptotique du champ diffracte´ (1.14) devient alors :
E(r)−E0(r) = 4pia3
[
iω µ0
(µj − µ0)
2µ0 + µj
Gem(r,xj) ·H0(xj) (1.24)
+k2
(εj − ε0)
2ε0 + εj
Gee(r,xj) · E0(xj)
]
+O(a5).
Le champ diffracte´ par une sphe`re donne´ par cette formule est e´quivalent a` un rayonnement d’un
dipoˆle e´lectrique et/ou magne´tique cre´e´ par les moments dipolaires e´lectriques p et/ou magne´tiques
m induits. Ces moments se traduisent par les expressions suivantes
p = 3ε0
(εj − ε0)
2ε0 + εj
|Vj |E0(xj) et m = 3µ0 (µj − µ0)2µ0 + µj |Vj |H0(xj).
Rayon e´quivalent pour une sphe`re die´lectrique
Dans le cas d’une sphe`re die´lectrique, le moment e´lectrique induit et le tenseur de polarisation
ne de´pendent que du volume (donc du rayon) et de la permittivite´ relative de la sphe`re. Notons ici
que deux sphe`res de rayons diffe´rents et de permittivite´s diffe´rentes peuvent avoir le meˆme tenseur
de polarisation et donc diffracter le champ e´lectrique de la meˆme manie`re. En trac¸ant les courbes
a3 = C(2ε0 + εj)/(εj − ε0) pour diffe´rents C, on obtient une abaque des rayons e´quivalents, ou` a
est le rayon de la sphe`re et εj est la permittivite´ de la sphe`re. Voir cette abaque sur la figure 1.4.
Pour bien comprendre cette notion de rayon e´quivalent, prenons un exemple nume´rique : les
deux points A (εj/ε0 = 2, a = 0, 04) et B (εj/ε0 = 5, a = 0, 03 m) sont sur la meˆme courbe de
l’abaque. C’est-a`-dire que ces deux sphe`res ont le meˆme comportement de diffraction par rapport
a` une onde incidente de longueur d’onde λ >> 0, 04 m.
Rayon e´quivalent pour une sphe`re magne´tique
De manie`re analogue, dans le cas de sphe`res magne´tiques, on peut avoir deux sphe`res de rayons
et de perme´abilite´s diffe´rentes et pourtant elles cre´ent le meˆme champ diffracte´. En effet, si l’on
dessine sur le plan d’abscisse µj/µ0 (la perme´abilite´ relative) et d’ordonne´es a (rayon de la sphe`re)
les courbes a3 = C(2µ0+µj)/(µj −µ0), nous obtenons une abaque des rayons e´quivalents pour une
sphe`re magne´tique.
1.6.2 Comportement du tenseur de polarisation
Nous avons vu l’expression analytique du tenseur de polarisation d’un ellipso¨ıde et ses cas
limites. Ici, nous allons e´tudier le comportement de ces e´le´ments par analyse nume´rique.
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Figure 1.4 – Rayons e´quivalents pour une sphe`re die´lectrique
Tout d’abord, nous trac¸ons les e´le´ments du tenseur de polarisation pour le cas d’un ellipso¨ıde
allonge´ ou aplati compare´s a` ceux d’une sphe`re en fonction de la permittivite´ relative ε/ε0.
La figure 1.5 nous montre que dans le cas 0 < ε/ε0 < 1, les e´le´ments ma = mb du tenseur de
polarisation normalise´ d’un ellipso¨ıde allonge´ de semi-axes (1 m ; 1 m ; 10 m) sont supe´rieurs et
l’e´le´ment mc est infe´rieur a` ceux d’une sphe`re de semi-axes (1 m ; 1 m ; 1 m). Pour ε/ε0 = 1, les
e´le´ments du tenseur sont e´gaux et valent 0 ce qui est normal, puisque dans ce cas ε = ε0, l’ellipso¨ıde
fait partie de l’espace libre et n’est plus diffractant. Et pour ε/ε0 > 1, les e´le´ments du tenseur de
polarisation d’un ellipso¨ıde allonge´ gardent le meˆme comportement et deviennent ne´gatifs.
Pour le cas d’un ellipso¨ıde aplati de semi-axes (1 m ; 1 m ; 0,1 m) (voir Fig. 1.6), le comportement
s’inverse par rapport a` un ellipso¨ıde allonge´. En effet, c’est l’e´lement mc qui devient infe´rieur a` la
valeur m du tenseur de polarisation d’une sphe`re, tandis que les e´le´ments ma et mb deviennent
supe´rieurs a` m.
Les deux figures pre´ce´dentes pre´sentaient le comportement des e´le´ments du tenseur de polari-
sation lorsque l’on change la permittivite´ relative de l’inclusion. Maintenant nous nous inte´ressons
a` l’effet de la forme de l’ellipso¨ıde sur le tenseur de polarisation. En effet la figure 1.7 montre le
comportement de ces e´le´ments en fonction du caracte`re aplati, sphe`re ou allonge´ d’un ellipso¨ıde
ayant une permittivite´ relative ε/ε0 = 3, en fixant les semi-axes a = b = 1 et en faisant varier
le semi-axe c. On trouve e´videment que pour le cas a = b = c (cas sphe`re), les trois e´le´ments du
tenseur ont la meˆme valeur. Plus l’ellipso¨ıde est aplati (c/a < 1) plus sa forme s’approche de celle
d’un disque et plus ma et mb sont supe´rieurs a` m. Ce comportement s’inverse lorsque l’on part de
c = a vers les c > a vers le cas limite d’une aiguille. Notons d’ores et de´ja` que ces courbes vont
nous permettre d’interpre´ter le comportement du tenseur de polarisation de deux sphe`res couple´es
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Figure 1.5 – Les e´le´ments diagonaux du tenseur de polarisationml/V en fonction de ε/ε0 pour le cas d’un
ellipso¨ıde allonge´ de semi-axes (1 m ; 1 m ; 10 m), (- -) l’e´le´ment ma, (◦ ◦) l’e´le´ment mb, (— fin) l’e´le´ment
mc du tenseur de polarisation et (— fort ), l’e´le´ment ma = mb = mc pour le cas d’une sphe`re de semi-axes
(1 m ; 1 m ; 1 m). Echelle logarithmique des abscisses ε/ε0.
plus loin dans ce chapitre (section 1.7).
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Figure 1.6 – Les e´le´ments diagonaux du tenseur de polarisation ml/V en fonction de ε/ε0 pour le cas
d’un ellipso¨ıde aplati de semi-axes (1 m ; 1m ; 0,1 m) compare´ au cas d’une sphe`re, (- -) l’e´le´ment ma, (◦ ◦)
l’e´le´ment mb, (— fin) l’e´le´ment mc du tenseur de polarisation et (— fort) l’e´le´ment ma = mb = mc pour le
cas d’une sphe`re de semi-axes (1 m ; 1 m ; 1m). Echelle logarithmique des abscisses ε/ε0.
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Figure 1.7 – Les e´le´ments diagonaux du tenseur de polarisation normalise´ ml/V en fonction de c/a pour
εr = 3, (- - -) l’e´le´ment ma, (◦ ◦) l’e´le´ment mb, (—) l’e´le´ment mc du tenseur de polarisation. Echelle
logarithmique des abscisses c/a. Ici on a fixe´ a = b = 1.
1.7 Tenseur de polarisation pour deux inclusions sphe´riques cou-
ple´es
Dans la formulation asymptotique du champ diffracte´ (1.14), si l’on applique le tenseur de
polarisation de chaque inclusion isole´e, la diffraction multiple est alors ignore´e. Pour prendre en
compte la diffraction multiple entre deux inclusions sphe´riques disjointes (de meˆme taille ou de
tailles diffe´rentes) dans un milieu homoge`ne, il faut introduire un nouveau tenseur de polarisation.
Bien que le cas ne va pas eˆtre traite´ dans le pre´sent rapport, nous voulons signaler que pour
deux sphe`res die´lectriques asyme´triques jointes (qui se touchent ou s’interpe´ne`trent, i.e., la distance
entre les centres des deux sphe`res est infe´rieure ou` e´gale a` la somme des rayons des deux sphe`res),
ce tenseur peut eˆtre traite´ a` l’aide du syste`me de coordonne´es toro¨ıdal comme cela a e´te´ e´tudie´,
entre autre, dans [47] et [50]. Dans ce cas, le tenseur de polarisation a e´te´ de´fini dans [23].
Revenons a` notre e´tude de deux sphe`res disjointes. Le tenseur de polarisation, dans notre cas, est
de´rive´ par une me´thode analytique base´e sur la se´parabilite´ de l’e´quation de Laplace en coordonne´es
bisphe´riques [13], [24] et [23].
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1.7.1 Syste`me de coordonne´es bisphe´riques
Nous conside´rons deux sphe`res de rayons a1 et a2 qui sont se´pare´es par une distance d >
a1 + a2 centre a` centre. Le syste`me de coordonne´es bisphe´riques [43] nous permet de traiter cette
configuration. Ce syste`me (ζ, θ,φ) est connecte´ au syste`me de coordonne´es carte´siennes (x1, x2, x3)
θ = pi/2
ζ = ζ2
ζ = −∞; x3 = −c
ζ = +∞; x3 = c
θ < pi/2
ζ = 0√
(x21 + x
2
2)
ζ = −ζ1
x3
θ = 0
θ > pi/2
Figure 1.8 – Coordonne´es bisphe´riques
par les e´quations suivantes : 
x1 =
c
R(ζ, θ)
sin θ cosφ,
x2 =
c
R(ζ, θ)
sin θ sinφ,
x3 =
c
R(ζ, θ)
sinh ζ,
ou` R(ζ, θ) = cosh ζ − cos θ, 2c est la distance focale, ζ ∈ R spe´cifie la sphe`re parmi les sphe`res qui
ne s’intersectent pas (celles en (—) dans la figure 1.8), θ ∈ [0,pi] spe´cifie la sphe`re parmi les sphe`res
qui s’intersectent (celles en (−−) dans la figure 1.8) et φ ∈ [0, 2pi) est l’angle azimutal par rapport
a` l’axe x3. Les surfaces de constantes ζ = −ζ1 et ζ = ζ2 sont les sphe`res de rayons aj = c/| sinh ζj|
ou` j = 1, 2, centre´es aux positions (0, 0, c coth ζj).
c =
√
d2 − (a1 − a2)2
√
d2 − (a1 + a2)2
2d
. (1.25)
26 Chapitre 1. Formule asymptotique du champ diffracte´ en espace libre
Dans ce syste`me de coordonne´es l’e´le´ment infinite´simal de surface est donne´ par :
ds(r) = c2
sin θ
R2(ζ, θ)
dθdφ. (1.26)
Un cas limite inte´ressant se re´alise lorsque ζ2 = 0 et, comme le montre la figure 1.8, la sphe`re
supe´rieure voit son rayon tendre vers +∞ et cette sphe`re se tranforme alors en le demi-espace z > 0.
La configuration se transforme donc de deux sphe`res couple´es en espace libre en une sphe`re couple´e
a` l’interface dans un milieu demi-espace. Cette dernie`re configuration sera e´tudie´e en de´tail dans le
prochain chapitre (chapitre 2).
Dans le syste`me de coordonne´es bisphe´riques, l’e´quation de Laplace est de´finie comme suit
∆u(ζ, θ,φ) =
R3(ζ, θ)
c2 sin θ
[
sin θ
∂
∂ζ
(
1
R(ζ, θ)
∂
∂ζ
)
+
∂
∂θ
(
sin θ
R(ζ, θ)
∂
∂θ
)
+
R2(ζ, θ)
c2 sin2 θ
∂2
∂2φ
]
.
Toute fonction harmonique u satisfait la R-se´parabilite´, et une fonction propre re´gulie`re a` l’origine
est de la forme :
u =
√
R(ζ, θ)
{
e(n+
1
2 )ζ
e−(n+
1
2 )ζ
}
Pmn (cos θ)
{
cosmφ
sinmφ
}
,
ou` Pmn est le polynoˆme de Legendre de degre´ n et d’ordre m = 0, 1, · · · , n.
1.7.2 Configuration
Nous conside´rons que les deux sphe`res sont de rayons a1 et a2. Leurs volumes sont |Vj|, j = 1, 2
et leurs surfaces sont Sj, j = 1, 2. Les deux centres sont situe´s sur l’axe x3 et une distance d > a1+a2
se´pare leurs deux centres. La premie`re sphe`re est a` x3 < 0 et la seconde a` x3 > 0. Le tenseur de
polarisation de chaque sphe`re est associe´ a` un contraste γj = qj/q0 (voir figure 1.7.2).
1.7.3 Expression du tenseur de polarisation
Le tenseur de polarisation pour chaque sphe`re est de´fini par [24]
Mg(γj;Vj) = (γj − 1)2
∫
sj
νˆ u+(r, γj)dsj(r) + (γj − 1)|Vj | I, (1.27)
ou` ν est le vecteur normal sortant.
Le tenseur de polarisation j est tel qu’il est associe´ a` la solution du syste`me en transmission
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u+
x3
ν
ν
u−
a2
c
√
x21 + x
2
2
a1
−c
−ζ1
ζ2
u=
Figure 1.9 – Deux inclusions sphe´riques couple´es
suivant : 
∆u−i = 0,
∆u=i = 0,
∆u+i = 0,
u+i = u
−
i , ζ = −ζ1,
∂
∂ν
u+i = γ1
∂
∂ν
u−i + νˆ.xˆi, ζ = −ζ1,
u+i = u
=
i , ζ = ζ2,
∂
∂ν
u+i = γ2
∂
∂ν
u=i + νˆ.xˆi, ζ = ζ2,
u+i = o(
1
r2
), r →∞,
(1.28)
ou` u=i est un e´le´ment du potentiel vectoriel u
= a` l’inte´rieur de la sphe`re situe´e en x3 > 0, u−i est un
e´le´ment du potentiel vectoriel u− de la sphe`re ou` x3 < 0 et u+i est un e´le´ment du vecteur potentiel
u+ de l’espace libre, i = 1, 2, 3. Pour e´valuer (1.27), nous avons besoin de calculer le potentiel
u+ = (u+1 , u
+
2 , u
+
3 ) du milieu ou` se trouvent les deux sphe`res. Les expressions du potentiel vectoriel
u+(r, γ) = (u+1 , u
+
2 , u
+
3 ) pour −ζ1 < ζ < ζ2, sont donne´es par
u+1 =
√
R(ζ, θ)
∑+∞
n=1
(
C(1)n e(n+
1
2 )ζ +D(1)n e−(n+
1
2 )ζ
)
P 1n(cos θ) cosφ,
u+2 =
√
R(ζ, θ)
∑+∞
n=1
(
C(2)n e(n+
1
2 )ζ +D(2)n e−(n+
1
2 )ζ
)
P 1n(cos θ) sinφ,
u+3 =
√
R(ζ, θ)
∑+∞
n=0
(
C(3)n e(n+
1
2 )ζ +D(3)n e−(n+
1
2 )ζ
)
Pn(cos θ),
(1.29)
ou` R(ζ, θ) = cosh ζ − cos θ.
A partir des conditions de transmission (1.28), nous caracte´risons les coefficients C(1)n et D
(1)
n
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ou C(2)n et D
(2)
n , n = 2, 3, · · · , graˆce au syste`me line´aire suivant :
(γ1 − 1) [sinh ζ1 − (2n+ 1) cosh ζ1]C(3)n e−(n+
1
2 )ζ1
+ [(γ1 − 1) sinh ζ1 − (2n+ 1)(γ1 + 1) cosh ζ1]D(3)n e(n+
1
2 )ζ1
+(γ1 − 1)(n + 1)C(3)n+1e−(n+
3
2 )ζ1 + (γ1 + 1)(n + 1)D
(3)
n+1e
(n+ 32 )ζ1
+(γ1 − 1)nC(3)n−1e−(n+
1
2 )ζ1 (1.30)
+(γ1 + 1)nD
(3)
n−1e
(n+ 12 )ζ1
= 4
√
2c sinh ζ1e−(n+
1
2 )ζ1
[(γ2 − 1) sinh ζ2 − (γ2 + 1)(2n + 1) cosh ζ2]C(3)n e(n+
1
2 )ζ2
+(γ2 − 1) [sinh ζ2 − (2n + 1) cosh ζ2]D(3)n e−(n+
1
2
)ζ2
+(γ2 + 1)(n + 1)C
(3)
n+1e
(n+ 32 )ζ2 + (γ2 − 1)(n+ 1)D(3)n+1e−(n+
3
2 )ζ1
+(γ2 + 1)nC
(3)
n−1e
(n+ 12 )ζ1 (1.31)
+(γ2 − 1)nD(3)n−1e−(n+
1
2 )ζ1
= 4
√
2c sinh ζ2e−(n+
1
2 )ζ2
Les coefficients C(3)n et D
(3)
n , n = 1, 2, · · · , sont de´termine´s en re´solvant aussi le syste`me line´aire
suivant 1 :
(γ1 − 1) [sinh ζ1 − (2n+ 1) cosh ζ1]C(3)n e−(n+
1
2 )ζ1
+ [(γ1 − 1) sinh ζ1 − (2n+ 1)(γ1 + 1) cosh ζ1]D(3)n e(n+
1
2 )ζ1
+(γ1 − 1)(n + 1)C(3)n+1e−(n+
3
2 )ζ1 + (γ1 + 1)(n + 1)D
(3)
n+1e
(n+ 32 )ζ1
+(γ1 − 1)nC(3)n−1e−(n+
1
2 )ζ1 (1.32)
+(γ1 + 1)nD
(3)
n−1e
(n+ 12 )ζ1
= 2
√
2c [cosh ζ1 − (2n + 1) sinh ζ1] e−(n+ 12 )ζ1 .
[(γ2 − 1) sinh ζ2 − (γ2 + 1)(2n + 1) cosh ζ2]C(3)n e(n+
1
2 )ζ2
+(γ2 − 1) [sinh ζ2 − (2n + 1) cosh ζ2]D(3)n e−(n+
1
2 )ζ2
+(γ2 + 1)(n + 1)C
(3)
n+1e
(n+ 32 )ζ2 + (γ2 − 1)(n+ 1)D(3)n+1e−(n+
3
2 )ζ1
+(γ2 + 1)nC
(3)
n−1e
(n+ 12 )ζ1 (1.33)
+(γ2 − 1)nD(3)n−1e−(n+
1
2 )ζ1
= 2
√
2c [− cosh ζ2 + (2n + 1) sinh ζ2] e−(n+ 12 )ζ2
Nous obtenons les expressions des e´le´ments diagonaux du tenseur de polarisation de chaque sphe`re
avec deux composantes inde´pendantes pour chacune : M11 = M22 (repre´sentent les composantes
1. Nous avons de´tecte´ une faute de signe dans l’article [24] et dans l’expression de la formule (48). L’expression
(1.32) de ce rapport est l’expression corrige´e.
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transversales) et M33 (repre´sente la composante longitudinale) :
M11(γj ;Vj)=M22(γj ;Vj) = (γj − 1)2pic2 sinh ζj
∫ pi
0
sin θ2
R(ζj , θ)
5
2
×
+∞∑
n=1
(
C(1)n e
(n+ 12 )ζj +D(1)n e
−(n+ 12 )ζj )
)
P 1n(cos θ)dθ + (γj − 1) |Vj |,
M33(γj ;Vj)=(γj − 1)2 2pic2 sinh ζj
∫ pi
0
sin θ
R(ζj , θ)
5
2
sgn(ζ)[sinh ζj −R(ζj, θ) coth ζj ]
×
+∞∑
n=0
(C(3)n e
(n+ 12 )ζj +D(3)n e
−(n+ 12 )ζj )Pn(cos θ)dθ + (γj − 1) |Vj |,
ou`
sgn(ζ) =
 −1 si ζ = −ζ1,1 si ζ = ζ2.
En pratique, les sommes infinies
∑+∞
n=0,1 vont eˆtre remplace´es par des sommes finies
∑N
n=0,1 comme
il sera explique´ dans le paragraphe suivant.
1.7.4 Comportement des e´le´ments du tenseur de polarisation
Pour de´terminer les e´le´ments diagonaux du tenseur de polarisation (calcule´s par les coordonne´es
bisphe´riques) pour chaque sphe`re nous remplac¸ons les sommes infinies
∑+∞
n=0,1 par des sommes finies∑N
n=0,1 ou` le nombre N est calcule´ de manie`re ite´rative de telle sorte que la correction de l’ordre
(N + 1) par rapport a` l’ordre (N) soit infe´rieur a` un seuil de convergence pris ici e´gal a` 10−15.
Nous conside´rons a` titre d’exemple deux sphe`res die´lectriques de meˆme permittivite´ relative
εr = 3 et de meˆme rayon a1 = a2 = 0, 03 m. On constate d’apre`s le tableau 1.2 que plus les deux
d (m) Erreur N
0,061 O(10−15) 83
0,063 O(10−15) 49
0,065 O(10−15) 38
0,07 O(10−15) 28
0,08 O(10−15) 20
0,09 O(10−15) 17
0,1 O(10−15) 15
0,2 O(10−15) 9
0,4 O(10−15) 7
0,6 O(10−15) 6
Table 1.2 – Choix du nombre N dans le cas de deux sphe`res identiques
sphe`res sont rapproche´es, plus le nombre N croit rapidement. Une fois que nous avons de´termine´
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le nombre N , nous trac¸ons les e´le´ments diagonaux du tenseur de polarisation calcule´s par les
coordonne´es bisphe´riques, en les comparant a` ceux d’une sphe`re isole´e en espace libre en fonction
de d/(a1 + a2). Signalons que nous avons valide´ nos valeurs nume´riques des e´le´ments du tenseur
normalise´ par une application Java mise en ligne par [48]. Cette dernie`re traite le cas de deux
sphe`res die´lectriques jointes et disjointes de meˆme rayon et de meˆme permittivite´.
La figure 1.10 nous montre que les tenseurs de polarisation des deux sphe`res sont identiques
puisque les deux sphe`res sont de meˆme rayon et de meˆme permittivite´. Nous voyons aussi que les
e´le´ments transversauxM11 etM22 se comportent d’une manie`re diffe´rente de l’e´le´ment longitudinal
M33 lorsque les deux sphe`res sont proches (d/(a1 + a2) < 4). En effet, nous trouvons que les
composantes paralle`les M11 =M22 sont infe´rieures a` M et la composante M33 est supe´rieure a` M ,
ou` M est l’e´le´ment du tenseur de polarisation d’une sphe`re isole´e en espace libre. Ce comportement
nous rappelle le cas d’un ellipso¨ıde allonge´. Ainsi, les figures 1.5 et 1.7 nous montrent que lorsque
εr > 1 et c/a > 1, comme c’est le cas ici (εr = 3), la composante transversale du tenseur de
polarisation est infe´rieure et la composante longitudinale du tenseur de polarisation est supe´rieure
a` l’e´le´ment du tenseur de polarisation d’une sphe`re de rayon e´gal aux semi-axes late´raux [56].
Lorsque les deux sphe`res sont e´loigne´es l’une de l’autre (d/(a1 + a2) > 4), on peut ignorer leur
couplage puisque les e´le´ments du tenseur de polarisation calcule´s par les coordonne´es bisphe´riques
deviennent identiques a` celui du tenseur de polarisation d’une sphe`re isole´e en espace libre.
on fait varier d
(meˆme rayon et meˆme permittivite´)
Deux sphe`res identiques
d
z
a2
a1
0 2 4 6 8 10
1.15
1.2
1.25
1.3
1.35
d/(a1+a2)
m
l/V
Figure 1.10 – Les e´le´ments du tenseur de polarisation calcule´ dans le syste`me de coordonne´es bisphe´riques
pour le cas de deux sphe`res identiques de meˆme rayon 0, 03 m et de meˆme permittivite´ 3ε0, sont compare´s
a` celui d’une sphe`re isole´e en espace libre, (courbe ◦ : e´le´ments du tenseur de polarisation M11 = M22 et
courbe triangle : e´le´ment M33 et courbe −− : e´le´ments du tenseur de polarisation pour une sphe`re isole´e en
espace-libre).
Sur la figure 1.10, nous avons vu l’effet du couplage pour le cas de deux sphe`res de meˆme rayon
et de meˆme permittivite´. Maintenant, nous essayons de montrer que, dans le cas de deux sphe`res de
rayons diffe´rents et de meˆme permittivite´, c’est la sphe`re de plus grand rayon (la « grande sphe`re »)
qui posse`de une plus grande influence sur l’autre (la « petite sphe`re »). Prenons une configuration
avec une premie`re sphe`re de rayon a1 = 0, 015 m et une deuxie`me sphe`re de rayon a2 = 2a1 = 0, 03
m. Les deux sphe`res ont la meˆme permittivite´ εr = 3. On fait varier la distance d entre les centres
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des deux sphe`res et on trace les courbes de comportement des e´le´ments du tenseur de polarisation
pour chacune des sphe`res, voir Fig. 1.12. Nous avons de´tecte´ la distance a` partir de laquelle les
valeurs atteignent la valeur d’une sphe`re isole´e a` une pre´cision de 1%. Nous remarquons que la plus
grande sphe`re adopte un comportement de sphe`re isole´e a` partir d’une distance d1 = 1, 44(a1 + a2)
infe´rieur a` la distance d2 = 2, 66(a1+a2) que met la plus petite sphe`re pour avoir un comportement
de sphe`re isole´e. En d’autres termes, la grande sphe`re se libe`re facilement de l’effet de la petite sphe`re
alors que la petite sphe`re reste plus longtemps influence´e par la grande sphe`re. Un comportement
similaire s’observe lorsque l’on e´tudie le comportement de deux sphe`res de meˆme rayon mais de
permittivite´s diffe´rentes.
a2 = 0, 03 m
a1 = 0, 015 m
a1du tenseur de polarisation
de la sphe`re 1
(on fait varier d)
a2
z
de la sphe`re 2
du tenseur de polarisation
Comportement des e´le´ments
Comportement des e´le´ments
d
(meˆme permittivite´)
Deux sphe`res de rayons diffe´rents
0 2 4 6 8 101.5
1.6
1.7
1.8
1.9
2 x 10
−5
d/(a1+a2)
m
1l
2.667
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1.35
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Figure 1.11 – Les e´le´ments du tenseur de polarisation calcule´ dans le syste`me de coordonne´es bisphe´riques
pour le cas de deux sphe`res de diffe´rents rayons : a1 = 0, 015 m et a2 = 0, 03 m, et de meˆme permittivite´
relative εr = 3, sont compare´s a` ceux d’une sphe`re isole´e en espace libre.
Dans une autre simulation, on a garde´ les deux sphe`res de meˆme rayon a` distance fixe d = 0, 1
m. Nous fixons la permittivite´ de la premie`re sphe`re a` ε1 = 2ε0 et nous faisons varier la permittivite´
de la seconde sphe`re. Sur la figure 1.12 nous trac¸ons les e´le´ments du tenseur de la premie`re sphe`re
en fonction de ε1/ε2. Nous remarquons que la variation de ε2 affecte le tenseur de la premie`re
sphe`re, ce qui est une bonne preuve que notre tenseur prend bien en compte le couplage entre les
deux sphe`res.
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Figure 1.12 – Les e´le´ments M11 = M22 (courbe de gauche) et M33 (courbe de droite) du tenseur
de polarisation de la premie`re sphe`re de permittivite´ ε1 = 2ε0 calcule´ dans le syste`me de coordonne´es
bisphe´riques pour le cas de deux sphe`res de meˆme rayon a = 0, 03 m se´pare´es par une distance d = 0, 1 m
en fonction de ε1/ε2.
1.8 Diffraction multiple entre des inclusions en utilisant le mode`le
de Foldy-Lax
Pour le cas de deux sphe`res couple´es, la diffraction multiple est conside´re´e en introduisant un
nouveau tenseur de polarisation obtenu via les coordonne´es bisphe´riques. Ceci ne peut eˆtre au cas
de m ≥ 3 inclusions, sauf si l’on conside`re des doublets de sphe`res isole´es les unes des autres, ce
qui est un cas tre`s particulier. Aussi, pour traiter trois inclusions et plus, nous nous portons vers
le mode`le de Foldy-Lax (qui peut, clairement eˆtre conside´re´ aussi pour deux inclusions) dans la
formule asymptotique du champ diffracte´. Ces m inclusions peuveut eˆtre des inclusions ellipso¨ıdales
ou sphe´riques ou de forme ge´ome´trique quelconque (il suffit d’avoir l’expression analytique de
leurs tenseurs de polarisation). Nous pouvons inte´grer le mode`le de Foldy-Lax [58] puisque les m
inclusions sont suppose´es de petites tailles de telle sorte que chaque inclusion est assez petite devant
la longueur d’onde. Donc nous pouvons conside´rer que le champ a` l’inte´rieur de chaque inclusion est
uniforme. Chaque inclusion se comporte comme un point dipoˆle. Le champ a` l’inte´rieur de chaque
inclusion l est le champ incident ge´ne´re´ par un e´metteur auquel on ajoute le champ diffracte´ ge´ne´re´
par toutes les autres m−1 inclusions. La formule inte´grale de Lippmann-Schwinger du champ total
dans l’inclusion l devient comme suit :
E(xl) = E0(xl) + α3
m∑
j (=l
[
iω µ0Gem(xl,xj) ·Mg
(
µj
µ0
;Vj
)
H(xj) (1.34)
+k2Gee(xl,xj) ·Mg
(
εj
ε0
;Vj
)
E(xj)
]
.
H(xl) = H0(xl) + α3
m∑
j (=l
[
−iω ε0Gme(xl,xj) ·Mg
(
εj
ε0
;Vj
)
E(xj)
+k2Gmm(xl,xj) ·Mg
(
µj
µ0
;Vj
)
H(xj)
]
.
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Le champ dans chaque inclusion l est obtenu en re´solvant un syste`me d’e´quations line´aires de
dimension 6m× 6m repre´sente´ par (1.34). En effet, les inconnues a` ce niveau sont les trois compo-
santes du champ E et les trois composantes du champ H a` l’inte´rieur de chaque inclusion. Une fois
ce syste`me re´solu, le champ diffracte´ au point d’observation r peut eˆtre calcule´ par
E(r)−E0(r) = α3
m∑
j=1
[
iω µ0Gem(r,xj) ·M
(
µj
µ0
;Vj
)
H(xj) (1.35)
+k2Gee(r,xj) ·Mg
(
εj
ε0
;Vj
)
E(xj)
]
.
1.9 Effet du couplage
On s’inte´resse a` la configuration propose´e sur la figure 1.13 ou` on a deux sphe`res de meˆme rayon
0, 03 m et de meˆme permittivite´ 3ε0 dont les centres sont se´pare´s d’une distance d. Ces sphe`res
sont illumine´es par un dipoˆle e´le´mentaire source e´lectrique situe´ en rn = (0 ; 0 ; 1,2 m) polarise´
verticalement et e´mettant a` la fre´quence 500 MHz. La longueur d’onde est donc λ = 0, 6 m. Le
rayon de chaque sphe`re est de l’ordre de λ/20. On peut donc appliquer la formule asymptotique
pour calculer le champ diffracte´.
On veut calculer le champ diffracte´ sur le plan y = 0. Une premie`re approche consiste a` calculer
le champ diffracte´ par la premie`re sphe`re en utilisant le tenseur de polarisation d’une sphe`re isole´e et
d’y ajouter le champ diffracte´ par la seconde sphe`re de la meˆme manie`re. L’inconve´nient ici est que
la diffraction multiple entre les deux sphe`res (ou, autrement dit, le couplage entre les sphe`res) sera
ignore´e. Nous appelons le champ calcule´ de cette manie`re Esphe`res isole´es. Une premie`re ame´lioration
consiste a` appliquer le mode`le de Foldy-Lax entre les deux sphe`res pour prendre en compte ce
couplage. Nous appelons le champ calcule´ de cette manie`re EFoldy-Lax. L’autre approche consiste a`
calculer le champ diffracte´ en utilisant les tenseurs de polarisation via le syste`me bisphe´rique pour
obtenir ce que nous appelons Ebisphe´riques. Nous avons re´alise´ trois simulations pour trois diffe´rentes
valeurs de d : 0, 066 m ; 0, 12 m et 0, 24 m. A chaque fois, nous affichons la diffe´rence d’amplitude de
la composante verticale entre les champs Esphe`res isole´es et Ebisphe´riques ainsi que la meˆme diffe´rence
entre Esphe`res isole´es et EFoldy-Lax de fac¸on a` de´tecter les re´gions du plan y = 0 ou` se manifeste le
plus l’effet du couplage entre les deux sphe`res.
Les figures 1.14 pour d = 0, 066 m, 1.15 pour d = 0, 12 m et 1.16 pour d = 0, 24 m montrent
toutes que l’effet du couplage n’est visible qu’au voisinage imme´diat des deux sphe`res. En effet,
l’erreur relative du champ diffracte´ ne de´passe pas 6%.
Re´alisons maintenant une deuxie`me se´rie de simulations (voir Fig. 1.18, Fig. 1.19, Fig. 1.20,
Fig. 1.21, Fig. 1.22 et Fig. 1.23) avec, cette fois, les deux sphe`res en position horizontale, en gardant
le dipoˆle e´metteur a` la meˆme position (0 ; 0 ; 1,2 m). Cette fois encore l’amplitude de la composante
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verticale de Esphe`res isole´es−Ebisphe´riques et celle de Esphe`res isole´es−EFoldy-Lax n’est de´tectable qu’au
proche voisinage des deux sphe`res.
Ces se´ries de simulations nous permettent de de´duire que lorsque l’on dispose un dipoˆle re´cepteur
a` plus de λ de distance des inclusions, le champ diffracte´ mesure´ par ce dipoˆle pourra eˆtre estime´ en
calculant le champ diffracte´ en utilisant les tenseurs de polarisation des inclusions isole´es, c’est-a`-
dire sans prendre en compte un quelconque couplage entre ces inclusions. C’est ce que nous allons
faire pour formuler le proble`me direct et pour calculer la matrice de re´ponse multi-statique du
syste`me dans le chapitre 4.
(on fait varier d)
plan y = 0
y
z
x
d
rn
Figure 1.13 – Le plan d’observation y = 0 pour un dipoˆle place´ a` rn = (0 ; 0 ; 1,2 m) rayonnant a` une
fre´quence 500 MHz donc λ = 0, 6 m.
Figure 1.14 – Pour d = 0, 066 m, on affiche la diffe´rence d’amplitude de la composante verticale du champ
diffracte´ calcule´ par la formule asymptotique avec et sans prise en compte de la diffraction multiple entre
deux sphe`res identiques de rayons a = 0, 03 m et de permittivite´s ε = 3 centre´es sur l’axe z dans le plan
y = 0. A gauche calcul dans le syste`me bisphe´rique et a` droite calcul selon l’approche de Foldy-Lax.
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Figure 1.15 – Pour d = 0.12 m, comme en Fig. 1.14.
Figure 1.16 – Pour d = 0, 24 m, comme en Fig. 1.14.
d
y
plan y = 0
x
z
(on fait varier d)
rn
Figure 1.17 – Le plan d’observation y = 0 pour un dipoˆle place´ a` rn = (0 ; 0 ; 1,2 m) rayonnant a` une
fre´quence 500 MHz (donc λ = 0, 6 m).
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Figure 1.18 – Meˆme analyse qu’en Fig. 1.14, les deux sphe`res e´tant centre´es sur l’axe x dans le plan
y = 0.
Figure 1.19 – Pour d = 0, 12 m, comme en Fig. 1.18.
Figure 1.20 – Pour d = 0, 24 m, comme en Fig. 1.18.
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Figure 1.21 – Meˆme analyse qu’en Fig. 1.14, les deux sphe`res centre´es sur l’axe x dans le plan y = 0
e´tant de diffe´rentes permittivite´s ε1 = 2, ε2 = 5.
Figure 1.22 – Pour d = 0, 12 m, comme en Fig. 1.21.
Figure 1.23 – Pour d = 0, 24 m, comme en Fig. 1.21.
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Figure 1.24 – Meˆme analyse qu’en Fig. 1.14, les deux sphe`res centre´es sur l’axe x dans le plan y = 0
e´tant de diffe´rents rayons a1 = 0, 015 m, a2 = 0, 03 m.
Figure 1.25 – Pour d = 0, 12 m, comme en Fig. 1.24.
Figure 1.26 – Pour d = 0, 24 m, comme en Fig. 1.24.
Chapitre 2
Formule asymptotique du champ
diffracte´ en demi-espace
2.1 Introduction
Apre`s avoir e´tudie´ la formule asymptotique du champ diffracte´ par de petits objets en espace
libre, nous nous inte´ressons dans ce chapitre au cas du demi-espace. La diffe´rence vient essentiel-
lement des dyades de Green spe´cifiques a` cette configuration. Le temps de calcul de ces dyades
de Green s’ave`re assez long. Nous e´tudions dans ce chapitre trois solutions pour re´duire ce temps
de calcul. La formule asymptotique du champ diffracte´ ne prenant pas en compte nativement le
couplage d’une inclusion sphe´rique a` l’interface, nous calculons dans ce chapitre un tenseur de
polarisation qui tient compte de ce couplage et nous e´tudions son effet.
2.2 Configuration
Dans ce chapitre, le syste`me e´tudie´ est compose´ de deux milieux diffe´rents se´pare´s par une
interface plane z = 0. Le premier milieu (z > 0) se caracte´rise par une permittivite´ ε+ et une
perme´abilite´ µ+ et le second milieu (z < 0) se caracte´rise par une permittivite´ ε− et une perme´abilite´
µ−. Nous conside´rons que les m petites inclusions Dj = xj +αVj , j = 1 . . . m, sont enfouies dans le
milieu infe´rieur. Chaque inclusion j a ses propres permittivite´ εj et perme´abilite´ µj (voir Fig. 2.1).
Conside´rons les deux fonctions suivantes :
µα(r) =

µ+ si z > 0,
µj si r ∈ Iα,
µ− si z < 0 et r /∈ Iα,
et εα(r) =

ε+ si z > 0,
εj si r ∈ Iα,
ε− si z < 0 et r /∈ Iα,
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Figure 2.1 – Configuration demi-espace
ou` k− = ω
√
ε−µ− et k+ = ω
√
ε+µ+ sont les nombres d’onde des deux milieux. La de´pendance
temporelle, choisie en e−iωt, sera sous-entendue par la suite.
2.3 Dyades de Green
Nous nous s’appuyons ici tre`s exactement sur les e´le´ments de l’analyse effectue´e en [35] sachant
que des ouvrages classiques, tel [52, 18], fournissent aussi un mate´riel significatif concernant ces
dyades.
2.3.1 Dyade de Green Gee
Conside´rons une source e´lectrique a` la position r′. La dyade de Green e´lectrique-e´lectrique
Gee(r, r′) est la dyade de Green permettant de calculer, a` partir de cette source e´lectrique, le champ
e´lectrique rayonne´ en un point d’observation r. Elle est la solution de l’e´quation de Helmholtz :
∇×∇×µ−1(r)Gee(r, r′)− ω2ε(r)Gee(r, r′) = µ−1(r)Iδ(r − r′) (2.1)
De`s lors que Gee(r, r′) est de´termine´e, alors le champ incident e´lectrique E0(r) rayonne´ par une
source parcourue par un courant Il oriente´ selon la direction
−→
β est donne´ par :
E0(r) = iωµ(r′)Gee(r, r′) ·−→β Il. (2.2)
Le dyade de Green e´lectrique-e´lectrique en demi-espace peut correspondre a` un seul terme ou
a` la somme de deux termes selon la position du point source et du point d’observation. En effet, si
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le point d’observation r et le point source r′ appartiennent tous les deux au milieu ”+” ou tous les
deux au milieu ”–”, alors la dyade de Green contient un premier terme Gee,S(r, r′) appele´ « partie
source » traduisant le rayonnement direct et un second terme Gee,R(r, r′) appele´ « partie re´fle´chie »
traduisant la re´flexion a` l’interface (voir figure 2.2) :
Gee(r, r′) = Gee,S(r, r′) +Gee,R(r, r′). (2.3)
*
*
*
(S)
(R)
(R)
(S)
milieu+
milieu−
point source r′
y
z
xpoint d’observation r
Figure 2.2 – La de´composition de la dyade de Green en demi-espace pour un point source et un point
d’observation appartenant au meˆme demi-espace. (S) partie source et (R) partie re´fle´chie.
L’expression analytique de la partie source Gee,S est connue dans les deux domaines spectral et
spatial. Dans le domaine spatial et dans le syste`me de coordonne´es carte´siennes, cette partie source
est donne´e par :
Gee,S± =
[
I+
∇∇
k2±
]
eik±|r−r′|
4pi|r− r′| (2.4)
ou` le signe ”+” ou ”–” est choisi selon que le point d’observation et le point source se situent tous
les deux dans le meˆme milieu ”+” ou ”–”. Il s’agit d’une re´gle ge´ne´rale, applique´e dans la suite de
ce chapitre.
Pour prendre en compte la re´flexion sur l’interface, nous rajoutons la partie re´fle´chie Gee,R.
L’expression analytique de cette partie re´fle´chie n’est connue que dans le domaine spectral. Graˆce
a` la transforme´e de Fourier inverse 2 D suivante nous obtenons Gee,R dans le domaine spatial :
G(r, r′) =
1
(2pi)2
∫ +∞
−∞
∫ +∞
−∞
Ĝ(ks, z, z′)eiks·(rs−r
′
s)dks, (2.5)
ou` ks = xˆkx + yˆky et r = rs + zˆz.
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L’expression spectrale de Gee,R est la suivante :
Ĝ
ee,R
± =
(
I(1) +
1
k2±
∇∇′
)
gˆTMR,±
+
1
k2s
(∇s × zˆ)(∇′s × zˆ)
(
gˆTMR,± + gˆ
TE
R,±
)
Ce qui se traduit en e´criture matricielle par :
Ĝ
ee,R
± (ks, z, z
′) =
1
k2s
 k
2
y −kxky0
−kxky k2x 0
0 0 0
 gˆTER,± + 1k2±k2s (2.6)
×
 −k2xk2z± −kxkyk2z±∓kxkz∓k2skxkyk2z± k2yk2z± ∓kykz∓k2s
±kxkz±k2s±kykz±k2s k4s
 gˆTMR,±,
gTM/TER,± s’expriment comme suit :
gˆTM/TER,± (ks, z, z
′) =
i
2kz±
RTM/TE± e
±ikz±(z+z′) (2.7)
ou` RTM/TE± sont les coefficients de re´flexion d’ondes planes TM/TE. Ces coefficients de re´flexion
sont donne´s par :
RTM± = ±
ε−kz+ − ε+kz−
ε+kz− + ε−kz+
et RTE± = ±
µ−kz+ − µ+kz−
µ+kz− + µ−kz+
ou` kz± =
√
k2± − k2s , k2s = k2x + k2y ; k+ et k− sont respectivement les nombres d’ondes dans
le sous-espace ”+” et ”–”. Les autres termes sont ∇s = xˆ∂x + yˆ∂y, ∇ = ∇s + zˆ∂z, ∇′s = −∇s,
∇˜ = ∇˜± = kz±kz∓∇s ++zˆ∂z ; I
(1) = diag(−1,−1, 1).
Si le point source et le point d’observation ne sont pas place´s dans le meˆme milieu (r appartient
au milieu ”+” et r′ appartient au milieu ”–” ou inversement), alors la dyade de Green ne contient
plus qu’un seul terme Gee,T (r′, r) appele´ « partie transmise » traduisant la transmission a` travers
l’interface (voir Fig. 2.3) :
Gee(r′, r) = Gee,T (r′, r). (2.8)
L’expression analytique de cette partie transmise est donne´e d’abord dans le domaine spectral,
et calcule´e ensuite dans le domaine spatial par la transforme´e de Fourier inverse a` 2D de´finie dans
(2.5). La dyade de Green de la partie transmise est donne´e dans le domaine spectral par :
Ĝ
ee,T
± (ks, z, z
′) =
µ∓
µ±
[(
I(2) +
1
k2∓
∇∇˜
)
gˆTMT,± (2.9)
+
1
k2s
(∇s × zˆ)(∇˜s × zˆ)
(
gˆTMT,± −
µ±
µ∓
kz∓
kz±
gˆTET,±
)]
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Figure 2.3 – (T) partie transmise de la dyade de Green pour un point source et un point d’observation
appartenant a` deux demi-espaces diffe´rents.
ou` I(2) = I(2)± = diag
(
kz±
kz∓
,
kz±
kz∓
, 1
)
.
Ce qui se traduit en e´criture matricielle par :
Ĝ
ee,T
± (ks, z, z
′) =
1
k2s
 k2y −kxky0−kxky k2x 0
0 0 0
 gˆTET,± + µ∓µ±k2∓k2s (2.10)
×
 k
2
xkz±kz∓ kxkykz±kz∓±kxkz∓k2s
kxkykz±kz∓ k
2
ykz±kz∓ ±kykz∓k2s
±kxkz±k2s ±kykz±k2s k4s
 gˆTMT,± ,
Dans le domaine spectral, nous avons les expressions suivantes :
gˆTM/TET,± = gˆ
TM/TE
T,± (ks, z, z
′) =
i
2kz±
T TM/TE± e
∓i(kz∓z−kz±z′), (2.11)
ou` T TM/TE± sont les coefficients de transmission d’ondes planes TM/TE, qui sont donne´s par :
T TM± =
2ε∓kz±
ε+kz− + ε−kz+
et T TE± =
2µ∓kz±
µ+kz− + µ−kz+
.
2.3.2 Dyades de Green Gmm et Gme
De manie`re analogue, la dyade de Green magne´tique-magne´tique Gmm(r, r′) permet de calculer
le champ magne´tique cre´e´ par une source d’origine magne´tique. Si l’on souhaite de´terminer le champ
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magne´tique duˆ a` une source d’origine e´lectrique, il est ne´cessaire d’utiliser une dyade de Green du
type magne´tique-e´lectrique Gme(r, r′) = ∇×Gee(r, r′). Le champ magne´tique est donne´ par :
H0(r) =
µ(r′)
µ(r)
Gme(r, r′) ·−→β Il. (2.12)
De la meˆme manie`re que pre´ce´demment, la dyade de Green magne´tique-e´lectrique en demi-
espace peut correspondre a` un seul terme ou a` la somme de deux termes selon la position du point
source et du point d’observation. Si le point d’observation r et le point source r′ appartiennent tous
les deux au milieu ”+” ou tous les deux au milieu ”–”, alors la dyade de Green contient un premier
terme Gme,S(r, r′) appele´ « partie source » traduisant le rayonnement direct et un second terme
Gme,R(r, r′) appele´ « partie re´fle´chie » traduisant la re´flexion a` l’interface (voir figure 2.2) :
Gme(r, r′) = Gme,S(r, r′) +Gme,R(r, r′). (2.13)
La partie source de la dyade de Green Gme,S est connue analytiquement dans les deux domaines
spectral et spatial. Dans le domaine spatial et dans le syste`me de coordonne´es carte´siennes de
vecteurs unitaires (xˆ, yˆ, zˆ), cette partie source est donne´e par :
Gme,S± = ∇×Gee,S± (2.14)
ou` Gee,S± est de´fini dans (2.14).
La partie source n’est pas suffisante en pre´sence d’une interface. En effet, on doit aussi conside´rer
une autre partie nomme´e partie re´fle´chie Gme,R. Cette partie re´fle´chie n’est connue analytiquement
que dans le domaine spectral. A travers une transforme´e de Fourier inverse a` 2D de´finie dans (2.5),
nous obtenons la partie re´fle´chie Gme,R donne´e par :
Ĝ
me,R
± (ks, z, z
′) = ∇×I(1) gˆTMR,±
− 1
k2s
(∇×∇s × zˆ)(∇s × zˆ)
(
gˆTMR,± + gˆ
TE
R,±
)
.
Ce qui se traduit en e´criture matricielle par :
Ĝ
me,R
± (ks, z, z
′) =
1
k2s
±ikz±kxky ∓ikz±k2x 0±ikz±k2y ∓ikz±kxky0
−ikyk2s ikxk2s 0
 gˆTER,± + (2.15)
µ∓
µ±
1
k2s
±ikz±kxky ±ikz±k2y ikyk2s∓ikz±k2x ∓ikz±kxky−ikxk2s
0 0 0
 gˆTMR,±.
Si le point source et le point d’observation ne sont pas place´s dans le meˆme milieu (r appartient
au milieu ”+” et r′ appartient au milieu ”–” ou l’inverse), alors la dyade de Green ne contient plus
qu’un seul terme Gme,T (r′, r) traduisant la transmission a` travers l’interface (voir figure 2.3) :
Gme(r′, r) = Gme,T (r′, r). (2.16)
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L’expression analytique de cette partie transmise est donne´e d’abord dans le domaine spectral,
et calcule´e ensuite dans le domaine spatial par une transforme´e de Fourier inverse a` 2D de´finie dans
(2.5). La dyade de Green magne´tique-e´lectrique de la partie transmise dans le domaine spectral est
donne´e par :
Ĝ
me,T
± (ks, z, z
′) =
µ(r)
µ(r′)
[
∇×I(2) gˆTMT,± (2.17)
+
1
k2s
(∇×∇s × zˆ)(∇˜s × zˆ)
(
gˆTMT,± −
µ(r′)
µ(r)
kz
kz′
gˆTET,±
)]
.
Ce qui se traduit en e´criture matricielle par :
Ĝ
me,T
± (ks, z, z
′) =
1
k2s
∓ikxkykz∓ ±ik
2
xkz∓ 0
∓ik2ykz∓ ±ikxkykz∓0
−ikyk2s ikxk2s 0
 gˆTET,± + (2.18)
µ∓
µ±
1
k2s
±ikxkykz± ±ik2ykz± ikyk2s∓ik2xkz± ∓ikxkykz±−ikxk2s
0 0 0
 gˆTMT,± .
Notons que ces dyades de Green ve´rifient les conditions de re´ciprocite´ suivantes, que l’on retrouve
en particulier par une analyse attentive de leurs expressions spectrales,
µ(r′)Gee(r, r′) = µ(r)
[
Gee(r′, r)
]t
,
ε(r′)Gmm(r, r′) = ε(r)
[
Gmm(r′, r)
]t
, (2.19)
k2(r′)Gme(r, r′) = k2(r)
[
Gem(r′, r)
]t
.
Notons que, dans le cas d’un milieu multicouche, il suffit de remplacer la dyade de Green par
une dyade qui est construite par les coefficients de transmission et re´flexion [18].
2.4 Inte´grales de Sommerfeld
Graˆce a` la syme´trie radiale, on peut re´duire l’e´quation (2.9) a` une seule inte´grale en ope´rant un
changement vers les coordonne´es polaires par rapport a` r′ (position du point source) :kx = ks cosψ,ky = ks sinψ, et
cosφ =
(x−x′)
ρ ,
sinφ = (y−y
′)
ρ ,
ou` ks =
√
k2x + k2y , ρ =
√
(x− x′)2 + (y − y′)2 repre´sente la distance late´rale, et φ est l’angle
azimutal (angle spatial dans les coordonne´es cylindriques).
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A partir de ces nouvelles variables et a` partir de l’expression de la transforme´e de Fourier inverse,
l’e´quation (2.5) devient comme suit :
G(r, r′) =
1
(2pi)2
∫ +∞
0
Ĝ(ks, z, z′) ks dks
∫ 2pi
0
eiksρ cos(φ−ψ)dψ, (2.20)
ou` la fonction de Bessel d’ordre 0 est donne´e par :
J0(ksρ) =
1
2pi
∫ 2pi
0
eiksρ cos(φ−ψ)dψ, (2.21)
Notons que la de´pendance angulaire disparaˆıt de l’e´quation (2.20) pour donner une inte´grale a` une
seule dimension
G(r, r′) = S0
[
Gˆ(ks, z, z′)
]
=
1
2pi
∫ +∞
0
J0(ksρ)ksĜ(ks, z, z′)dks. (2.22)
L’expression ge´ne´rale d’une inte´grale de Sommerfeld qui nous permet de de´terminer chacun des
neuf e´le´ments de la dyade de Green du domaine spectral vers le domaine spatial est la suivante :
G(r, r′) = Sn
[
Gˆ(ks, z, z′)
]
=
1
2pi
∫ +∞
0
Jn(ksρ)kn+1s Gˆ(ks, z, z
′)dks, (2.23)
=
1
4pi
∫ +∞
−∞
H(1)n (ksρ)k
n+1
s Gˆ(ks, z, z
′)dks,
ou` Jn est la fonction de Bessel d’ordre n, H
(1)
n est la fonction de Hankel d’ordre n et Ĝ est la
dyade de Green radiale, qui de´pend seulement des variables ks, z et z′ (et ne de´pend donc pas
expresse´ment de kx et ky).
Dans le cas ge´ne´ral, lorsqu’on essaie de calculer cette inte´grale, on risque de rencontrer trois
difficulte´s :
1. Le domaine d’inte´gration s’e´tend a` l’infini. Comme les e´le´ments de Ĝ sont ge´ne´ralement des
fonctions complique´es, cette inte´grale ne pourra eˆtre e´value´e que d’une fac¸on nume´rique.
2. Les e´le´ments spectraux de Ĝ pre´sentent en ge´ne´ral des poˆles sur le trajet d’inte´gration, ce
qui rend l’inte´gration de´licate.
3. Cette inte´grale inclut la fonction de Bessel Jn qui oscille rapidement lorsque la distance
transversale entre le point source r′ et le point d’observation r est grande, et aussi de´croˆıt
tre`s lentement pour de grands ρ.
On sait que chaque e´le´ment de la matrice de la dyade de Green ne de´pend pas que de ks mais aussi
qu’il peut eˆtre exprime´ en fonction de kx et ky ou les deux. On introduit une inte´grale de Sommerfeld
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pour chacun des e´le´ments de la matrice Ĝ en prenant en compte les formules suivantes :
F−1
{
Gˆ
}
= S0
[
Gˆ
]
,
F−1
{
ikxGˆ
}
= cosφS1
[
Gˆ
]
,
F−1
{
ikyGˆ
}
= sinφS1
[
Gˆ
]
,
F−1
{
k2xGˆ
}
= −1
2
{
cos 2φS2
[
Gˆ
]
− S0
[
k2sGˆ
]}
,
F−1
{
k2yGˆ
}
=
1
2
{
cos 2φS2
[
Gˆ
]
+ S0
[
k2sGˆ
]}
,
F−1
{
kxkyGˆ
}
= −1
2
sin 2φS2
[
Gˆ
]
,
ou` Gˆ est inde´pendante de kx et de ky et ne de´pend que de ks . Dans le domaine spatial, chaque
e´le´ment de la dyade de Green peut eˆtre e´crit en fonction d’une transformation de Sommerfeld de
l’ordre n avec n = 0, n = 1, n = 2 ou une combinaison entre n = 2 et n = 0 et si nous utilisons
l’e´galite´ J2(ksρ) = 2ρksJ1(ksρ)−J0(ksρ), alors nous obtenons une combinaison entre n = 0 et n = 1.
2.5 Ve´rification par la dyade de Green en espace libre
Si nous supposons que les deux milieux ont les meˆmes caracte´ristiques, c-a`-d k− = k+, alors
on retrouve la configuration en espace libre. Dans ce cas, la partie transmise de la dyade de Green
devrait donc eˆtre e´gale a` la dyade de Green en espace libre. Nous re´alisons alors une simulation
avec k− = k+ pour ve´rifier cette e´galite´ afin de valider notre calcul de la partie transmise de la
dyade de Green en demi-espace. Dans cette simulation, nous choisissons une source rayonnante a`
une fre´quence de 300 MHz (λ = 1 m) polarise´e selon l’axe z a` la position (0 ; 0 ; -2 m) . A de´faut
de ve´rifier l’e´galite´ des deux dyades de Green en tout point de l’espace, nous nous contentons de la
ve´rifier sur la ligne z = 0, 5 m et y = 0. Rappelons que l’interface est le plan z = 0. On trace ici
la partie re´elle et la partie imaginaire des e´le´ments des dyades de Green Gxz et Gzz en espace libre
et en demi-espace en fonction de ρ. Les figures 2.4 et 2.5 nous montrent que nous obtenons bien
des courbes confondues, ce qui nous confirme la validite´ de la partie transmise de notre dyade de
Green en demi-espace.
2.5.1 Comportement physique des inte´grales de Sommerfeld
L’e´quation (2.23) s’e´crit :
G(r, r′) =
1
2pi
∫ +∞
0
Jn(ksρ)kn+1s Gˆ(ks)e
∓i(kz∓z−kz±z′)dks. (2.24)
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Figure 2.4 – La partie re´elle (gauche) et la partie imaginaire (droite) de l’e´le´ment Gxz de la dyade de
Green en espace libre et en demi-espace en fonction de ρ (trait continu : espace libre et ∗ : demi-espace).
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Figure 2.5 – La partie re´elle et la partie imaginaire de l’e´le´ment Gzz de la dyade de Green en espace libre
et en demi-espace en fonction de ρ (trait continu : espace libre et * : demi-espace) .
Cette inte´grale de Sommerfeld peut eˆtre interpre´te´e comme la de´composition du champ en des
ondes cylindriques et des ondes planes [54]. En effet, l’onde cylindrique est de´crite par la fonction
de Bessel Jn(ρks). Cette onde se propage paralle`lement a` l’interface avec un nombre d’onde ks.
Selon la direction z, l’onde est une onde plane qui peut eˆtre propagative ou e´vanescente ;
– Lorsque ks < k∓ l’onde devient plane et propagative selon l’axe z avec un nombre d’onde
γ∓ = ikz∓ = i
√
k2∓ − k2s .
– Lorsque ks > k∓ l’onde devient plane et e´vanescente selon l’axe z avec un nombre d’onde
γ∓ = αz∓ =
√
k2s − k2∓, voir Fig. 2.6.
2.6 Dyade de Green approche´e
Le temps de calcul de la partie transmise et re´fle´chie de la dyade de Green est assez long. Dans le
chapitre 4, nous verrons que nous serons amene´s a` calculer cette dyade de Green quelques centaines
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Figure 2.6 – Comportement des inte´grales de Sommerfeld
de fois pour obtenir le re´sultat d’une seule simulation, ce qui rend le temps des simulations tre`s
long. Comme nous l’avons de´ja` explique´, ceci vient du fait que l’on est oblige´ d’e´valuer les e´le´ments
de la dyade de Green nume´riquement (inte´gration nume´rique).
Pour re´duire ce temps de calcul nous avons inte´reˆt a` de´terminer des expressions analytiques de
chaque e´le´ment de la dyade. Chew et Cui [21] ont propose´ trois me´thodes pour acce´le´rer le calcul de
la dyade de Green. Ces me´thodes sont intitule´es : Revised Original Path (ROP), Stepeest Descent
Path (SDP), et Leading Order Approximation (LOA). Dans cette section, nous nous proposons
d’e´tudier, une a` une, ces trois me´thodes. Ensuite, nous allons comparer leurs performances.
Toutes les simulations seront conduites a` la fre´quence de 300 MHz.
2.6.1 Me´thode “Revised Original Path” (ROP)
Cette me´thode du « chemin original corrige´ » consiste a` de´former le chemin d’inte´gration. Nous
passons du trajet original qui est l’axe des re´els positifs ou` il n’a y pas de singularite´s a` un trajet
de´cale´ de δ (voir Fig. 2.7). Il faut que δ soit de petite valeur [21]. Par exemple, cette dernie`re
re´fe´rence sugge`re δ = 0.005k0.
original path
Revised original path
.e(ks)
/m(ks)
δ
Figure 2.7 – Me´thode Revised Original Path (ROP).
Cette me´thode s’appuie sur le the´ore`me de Cauchy et le fait qu’il n’existe pas de singularite´s
entre les deux chemins.
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Simulations (ROP)
Nous comparons les e´le´ments des dyades de Green Gee,Txz et Gee,Tzz calcule´es de manie`re exacte
a` celle calcule´es de manie`re approche´ss par la me´thode ROP en un point observateur ayant z =
0, 5 m et une distance late´rale ρ (variable) lorsque le point e´metteur est en z′ = −1 m avec
l’hypothe`se et ε− = 4ε0. La figure 2.8 nous montre qu’on obtient des re´sultats identiques a` partir
des deux me´thodes. L’erreur maximale est de l’ordre de 10−9. Notons, cependant, que cette me´thode
approche´e ne nous a fait gagner que 5% du temps de calcul.
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Figure 2.8 – Comparaison des parties re´elle (courbes de droite) et imaginaire (courbes de gauche) de
l’e´le´ment de la dyade de Green Gee,Txz (courbes en haut) et Gee,Tzz (courbes en bas) calcule´es de manie`re exacte
(courbe continue) et de manie`re approche´e par la me´thode ROP (courbe (*)) en fonction de ρ.
2.6.2 Me´thode “Steepest Descent Path” (SDP)
L’e´quation (2.23) peut s’e´crire sous la forme
G(ρ, z, z′) =
1
4pi
∫ +∞
−∞
kn+1s Ĝ(ks)Ĥ
(1)
n (ksρ)e
i(ksρ+kzz−kz′z′)dks, (2.25)
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avec Ĥ(1)n = H
(1)
n e−iksρ. D’apre`s l’e´quation (2.25), on traite des inte´grales du type :
Is =
∫
C
eΛh(ks)Ĝ(ks)dks, (2.26)
ou` Λh(ks) = i(ksρ+ kzz − kz′z′) et C est un contour infini dans le plan complexe.
L’ide´e de cette me´thode est base´e sur la de´formation du contour C en un nouveau chemin C ′
de telle sorte qu’une seule petite portion du trajet C ′ contribue re´ellement a` l’inte´grale. Si h(ks)
posse`de un point stationnaire a` ks = ks0 , ce qui implique h′(ks0) = 0, alors
h(ks)− h(ks0) ≈ (ks − ks0)2
h′′(ks0)
2
+ · · ·, ks → ks0,
nous obtenons ks0kz z +
ks0
kz′
|z′| = ρ, ks0 = k1 sin θ1 = k2 sin θ2, et z tan θ1 + |z′| tan θ2 = ρ.
Pour de´finir le chemin de plus grande pente traversant le point selle, on introduit le changement
de variable suivant pour de´former le trajet d’inte´gration −s2 = h(ks)− ks0 ,
Is = eΛh(ks0 )
∫
C′
e−Λs
2
ĝ(s)ds, (2.27)
ou` ĝ(s) = Ĝ(ks)dksds .
Is = eΛh(ks0 )
∫ +∞
−∞
e−Λs
2
ĝ(s)ds,
avec ks = u+ iv et v est donne´ en fonction de u [20]. Ce chemin traverse le point selle dans le plan
ks et intersecte l’axe u en k− sin θ0 et k−/ sin θ0. k− ne contribue pas a` l’inte´grale. Lorsque k+ >
k− sin θ0, ce chemin ne traverse pas k+ et l’expression est indique´e dans [20]. Lorsque k+ = k− sin θ0
(angle critique de´fini par θc = sin−1 k+k− ) l’onde se propage a` l’interface. Lorsque k+ < k+ sin θ0, le
chemin doit traverser k+, donc on ajoute une autre inte´grale autour de k+, cf. [20].
Simulations (SDP)
Dans le cas d’une polarisation des dipoˆles suivant l’axe z, on a besoin seulement des trois
e´le´ments de la matrice Gee,Tzz , Gee,Tzx et Gee,Tzy . On trace les parties re´elles et imaginaires de l’e´le´ment
Gee,Tzz de la fonction de Green en fonction de la distance late´rale ρ pour comparer la me´thode SDP
et ROP, en fixant le point e´metteur en z′ = 0, 5 m pour deux valeurs de z = 0, 0001 m et 0, 1 m
pour le point d’observation.
Les figures 2.9 et 2.10, nous montrent que la me´thode SDP n’est tre`s pre´cise que lorsque z est
proche de l’interface de l’ordre de 0, 0001 m mais tout de´pend aussi de ρ. Notons, toutefois, que les
re´sultats restent acceptables meˆme a` z = 0, 1 m. On peut dire que cette me´thode donne un meilleur
re´sultat lorsque z est petit. Nos simulations confirment bien ce qui a e´te´ indique´ dans les articles
de Chew et Cui [20] et [21]. Cependant, cette me´thode n’a pas diminue´ le temps de calcul.
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Figure 2.9 – Comparaison des parties re´elle (courbes de droite) et imaginaire (courbes de gauche) de
l’e´le´ment Gee,Tzx de la dyade de Green calcule´es par SDP (courbe (*)) et ROP (courbe continue) pour z =
0, 0001 m (courbes en haut) et z = 0, 1 m (courbes en bas), en fonction de ρ.
2.6.3 Me´thode “Leading Order Approximation” (LOA)
La me´thode « d’approximation au premier ordre» est base´e sur la me´thode de plus grande pente
(SDP) qui commence par trouver le point selle en de´formant le trajet d’inte´gration. La contribution
est autour de s = 0, G(s) peut eˆtre donne´ par la serie de Taylor ĝ(s) =
∑+∞
n=0 s
n ĝ
(n)(0)
n! ds, donc
l’expression devient comme suit
I ∼ eΛh(ks0)
√
pi
Λ
[
ĝ(0) +
ĝ′′(0)
4Λ
+ · · ·
]
, (2.28)
ou` ĝ(0) = Ĝ(ks0)
√
−2
h′′(ks0) .
Nous ne prenons que l’ordre le plus e´leve´ de l’expression (2.28). La me´thode de Leading Order
Approximation revient a` calculer :
Is ∼ eλh(ks0)Ĝ(ks0)
√
−2pi
Λh′′(ks0)
, (2.29)
ou` λh(ks0) = i
[
k+
cos θ+
z + k−cos θ− |z′|
]
et λh′′(ks0) = i
[
k2 cos3 θ2z+k+ cos3 θ1|z′|
k−k+ cos3 θ− cos3 θ+
]
.
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Figure 2.10 – Comparaison des parties re´elle (courbes de droite) et imaginaire (courbes de gauche)
de l’e´le´ment Gee,Tzz de la dyade de Green calcule´es par SDP (courbe (*)) et ROP (courbe continue) pour
z = 0, 0001 m (courbes en haut) et z = 0, 1 m (courbes en bas), en fonction de ρ.
Dyade de Green e´lectrique-e´lectrique par LOA
Dans le cas d’une polarisation d’un dipoˆle e´le´mentaire selon l’axe z, situe´ en r′ ou` les deux
milieux sont die´lectriques (i.e., µ+ = µ− = µ0), nous voulons de´terminer les trois composantes du
champ e´lectrique au point r. Donc nous avons besoin seulement des trois e´le´ments de la matrice :
Gee,Tzz , Gee,Tzx et Gee,Tzy .
En appliquant (2.29), on obtient les re´sultats suivants :
Gee,Tzx ∼
i(x− x′)
4pi
k2− cos3 θ− cos3 θ+e
i
[
k+
cos θ+
z+
k2
cos θ− |z
′|
]
√
(k− cos θ−z + k+ cos θ+|z′|)3(k− cos3 θ−z + k+ cos3 θ+|z′|)
ĜTM,Tzx (ks0),
Gee,Tzy ∼
i(y − y′)
4pi
k2− cos3 θ− cos3 θ+e
i
[
k+
cos θ+
z+
k2
cos θ− |z
′|
]
√
(k− cos θ−z + k+ cos θ+|z′|)3(k− cos3 θ−z + k+ cos3 θ+|z′|)
ĜTM,Tzy (ks0),
Gee,Tzz ∼
1
4pik+
k− cos2 θ− cos2 θ+e
i
[
k+
cos θ+
z+
k−
cos θ− |z
′|
]
√
(k2 cos θ−z + k+ cos θ+|z′|)(k− cos3 θ−z + k+ cos3 θ+|z′|)
ĜTM,Tzz (ks0).
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Simulations (LOA)
On trace les parties re´elles et imaginaires de l’e´le´ment Gee,Txz et Gee,Tzz de la dyade de Green en
fonction de ρ pour z = 0, 5 m et 1 m et z′ = −0, 5 m pour comparer les me´thodes approche´es
(LOA) et (ROP).
0 1 2 3 4
−0.03
−0.02
−0.01
0
0.01
0.02
0.03
ρ
0 1 2 3 4
−0.03
−0.02
−0.01
0
0.01
0.02
0.03
ρ
0 1 2 3 4−0.02
−0.015
−0.01
−0.005
0
0.005
0.01
0.015
0.02
ρ
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4−0.02
−0.015
−0.01
−0.005
0
0.005
0.01
0.015
0.02
ρ
Figure 2.11 – Comparaison des parties re´elle (courbes de droite) et imaginaire (courbes de gauche) de
l’e´le´ment Gee,Tzx de la dyade de Green calcule´es par LOA (courbe (*)) et ROP (courbe continue) pour z = 0, 5
m (courbes en haut) et z = 1 m (courbes en bas), en fonction de ρ.
D’apre`s les figures 2.11 et 2.12, on constate que la me´thode LOA donne des valeurs relativement
impre´cises lorsque z est petit et que cette me´thode n’e´tant particulie`rement pre´cise que lorsque
z > λ (a` cause de l’angle critique ou` l’onde se propage le long de l’interface). Par contre, pour z
petit, les simulations nous montrent que la me´thode de plus grande pente (SDP) est plus efficace.
Signalons que la me´thode LOA nous a permis de diminuer conside´rablement le temps de calcul (de
l’ordre de 50%).
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Figure 2.12 – Comparaison des parties re´elle (courbes de droite) et imaginaire (courbes de gauche) de
l’e´le´ment Gee,Tzz de la dyade de Green calcule´s par LOA (courbe (*)) et ROP (courbe continue) pour z = 0, 5
m (courbes en haut) et z = 1 m (courbes en bas), en fonction de ρ.
2.7 Repre´sentation du champ par la fomulation inte´grale
Soit E et H les champs e´lectromagne´tiques en pre´sence des inclusions Iα. Ces champs satisfont
les e´quations aux de´rive´es partielles et les conditions de rayonnement suivantes :
∇×E(r) = iωµαH(r),
∇×H(r) = −iωεαE(r) + J0(r),
lim
r→∞ r [∇×E(r)− ikrˆ×E(r)] = 0,
lim
r→∞ r [∇×H(r)− ikrˆ×H(r)] = 0.
(2.30)
A partir de (2.30), le champ e´lectrique satisfait donc : ∇×µ
−1
α (r)∇×E(r)− ω2εα(r)E(r) = iωJ0(r),
lim
r→∞ r [∇×E(r)− ikrˆ×E(r)] = 0.
(2.31)
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Soit r '= r′ et V un domaine qui contient l’ensemble des inclusions. En multipliant la premie`re
e´quation de (2.31) par Gee(r′, r) · a et en inte´grant par parties sur le volume V , on obtient∫
V
dr
[∇×µ−1α (r)∇×E(r)− ω2εα(r)E(r)] ·Gee(r, r′) · a
=
∮
∂V
dσ ν · µ−1(r) [∇×E(r)×Gee(r, r′) +E(r)×∇×Gee(r, r′)] · a+ µ−1(r′)E(r′) · a
+
m∑
j=1
∫
Dj
dr
[(
µ−1α (r)− µ−1(r)
)∇×E(r) ·∇×Gee(r, r′)
−ω2 (εα(r)− ε(r))E(r′) ·Gee(r, r′)
] · a = ∫
V
dr iωJ0(r) ·Gee(r, r′) · a.
En utilisant la condition de rayonnement satisfaite par Gee et E, nous trouvons que le premier
terme s’annule. D’ou`
E(r′)−E0(r′)
= µ(r′)
m∑
j=1
∫
Dj
dr
[(
1
µ−
− 1
µj
)
∇×E(r) ·∇×Gee(r, r′) + ω2 (εj − ε−)E(r) ·Gee(r, r′)
]
.
Nous prenons le transpose´ de l’e´quation et, en notant que ∇×E = iωµH, nous obtenons
E(r)−E0(r)
=
m∑
j=1
∫
Dj
dr′
[
iωε(r′)
ε(r)
(
1
µj
− 1
µ−
)
∇×Gee(r, r′) ·H(r′) + ω2µ0 (εj − ε−)Gee(r, r′) ·E(r′)
]
.
L’e´quation inte´grale de Lippmann-Schwinger du champ e´lectrique diffracte´ en pre´sence des inclu-
sions en demi-espace est donne´e par :
E(r)−E0(r) =
m∑
j=1
∫
Dj
dr′
[
iωε−
ε(r)
(µj − µ−)Gem(r, r′) ·H(r′)
+ω2µ− (εj − ε−)Gee(r, r′) · E(r′)
] (2.32)
A partir des principes de dualite´ ci-dessous rappele´s :
Gmm(r, r′) = Gee(r, r′), (2.33)
Gem(r, r′) = Gme(r, r′), (2.34)
et
H→ E,
E→ H,
µ→ −ε,
ε→ −µ,
J → −M,
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nous obtenons l’e´quation inte´grale du champ magne´tique diffracte´ en demi-espace :
H(r)−H0(r) =
m∑
j=1
∫
Dj
dr′
[
iωµ−
µ(r)
(εj − ε−)Gme(r, r′) · E(r′)
+ω2ε− (µj − µ−)Gmm(r, r′) ·H(r′)
]
.
(2.35)
2.8 Formule asymptotique du champ diffracte´
A partir de la formulation inte´grale, nous obtenons la formule asymptotique du champ diffracte´
en demi-espace par une collection d’inclusions illumine´es par une onde incidente [37]. Cette formule
n’est approprie´e que lorsque la taille de chaque inclusion est suffisamment petite devant la longueur
d’onde d’enfouissement (α << λ−). Comme de´ja` mentionne´ pre´ce´dement, cette formule est fonction
de la position du point d’observation r, du point source r′ et des inclusions xj . Le point d’observation
et le point source peuvent eˆtre situe´s dans le meˆme milieu ou chacun dans son propre milieu. La
formule asymptotique du champ e´lectrique diffracte´ est la suivante
E(r)−E0(r) = α3
m∑
j=1
[
iωε−µ−
ε(r)
Gem(r,xj) ·Mg
(
µj
µ−
;Vj
)
H0(xj) (2.36)
+k2−G
ee(r,xj) ·Mg
(
εj
ε−
;Vj
)
E0(xj)
]
+O(α4),
Par dualite´, nous obtenons la formule asymptotique du champmagne´tique diffracte´ en demi-espace :
H(r)−H0(r) = α3
m∑
j=1
[−iωε− µ−
µ(r)
Gme(r,xj) ·Mg
(
εj
ε−
;Vj
)
E0(xj) (2.37)
+k2−G
ee(r,xj) ·Mg
(
µj
µ−
;Vj
)
H0(xj)
]
+O(α4),
Mg (qj/q−;Vj) (i.e., qj/q− = εj/ε−;µj/µ− est le tenseur de polarisation qui contient une informa-
tion sur le volume Vj et le contraste qj/q− entre l’inclusion j et le milieu exte´rieur. A partir de
l’expression (2.36), nous pouvons obtenir le champ diffracte´ par un conducteur e´lectrique parfait
(PEC) en faisant tendre la permittivite´ de l’inclusion vers l’infini (εj →∞) et la perme´abilite´ vers
ze´ro (µj → 0). A partir de l’expression (2.37), nous obtenons le cas d’un conducteur magne´tique
parfait (PMC) en faisant tendre la permittivite´ de l’inclusion vers ze´ro (εj → 0) et la perme´abilite´
vers l’infini (µj → ∞). Nous obtenons le champ diffracte´ a` une pre´cision de l’ordre α4. Rappelons
que lorsque l’inclusion Vj est syme´trique par rapport a` son centre, le terme puissance α4 s’annule
et nous obtenons une pre´cision de l’ordre α5. C’est le cas, entre autre, des inclusions sphe´riques et
ellipso¨ıdales que nous allons traiter par la suite.
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2.9 Tenseur de polarisation pour une inclusion e´loigne´e de l’inter-
face
Si les inclusions sont suppose´es e´loigne´es de l’interface alors le couplage entre les inclusions et
l’interface peut eˆtre ignore´. Ces inclusions sont place´es dans le milieu infe´rieur. Le tenseur de pola-
risation Mg (µj/µ−;Vj) en demi-espace lorsque l’inclusion est loin de l’interface prend l’expression
du tenseur de polarisation qui est de´crite dans le chapitre pre´ce´dent pour le cas d’une inclusion
isole´e dans un espace libre de permittivite´ ε− et de perme´abilite´ µ−.
2.10 Tenseur de polarisation pour une sphe`re proche de l’interface
Si la sphe`re est loin de l’interface, l’effet du couplage avec l’interface est donc ignore´. Si la sphe`re
est proche de l’interface, on doit s’inte´resser a` l’influence du couplage entre la sphe`re et l’interface.
Pour cela, on fait intervenir un nouveau tenseur de polarisation calcule´ par une approche base´e sur
le syste`me de coordonne´es bisphe´riques, qui s’adapte parfaitement a` cette configuration.
2.10.1 Expression du tenseur de polarisation
Le cas de deux sphe`res couple´es a e´te´ traite´ dans le chapitre pre´cedent en utilisant une approche
base´e sur les coordonne´es bisphe´riques pour de´terminer le tenseur de polarisation. Pour traiter le
cas d’une inclusion sphe´rique proche de l’interface (z = 0), on utilise la meˆme approche. En effet,
cela revient, dans ce cadre, a` conside´rer le cas limite de deux sphe`res couple´es lorsque le rayon de la
seconde sphe`re tend vers l’infini ce qui traduit par ζ2 = 0. Cette sphe`re se transforme alors en une
interface plane qui se´pare les deux milieux. En dessous de l’interface, dans le demi-espace infe´rieur
note´ ”–” et qui est de permittivite´ ε− et de perme´abilite´ µ−, nous trouvons la sphe`re ζ = −ζ1 de
rayon a1 et de volume |V1| = 4pi3 a31 (voir Fig. 2.13). Ce qui nous permet de traiter le tenseur de
polarisation Mg(γ1 = q1/q−;V1) en prenant en compte l’interaction entre l’interface et la sphe`re.
Le tenseur de polarisation devient comme suit :
Mg(γ1;V1) = (γ1 − 1)2
∫
s1
νˆ u+(r, γ1)ds(r) + (γ1 − 1)|V1| I, (2.38)
ou` νˆ est le vecteur normal sortant.
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ν
νu=
−ζ1a1
u+
u−−c
ζ2 = 0
x3
√
x21 + x22
Figure 2.13 – Une inclusion sphe´rique proche de l’interface
Le tenseur de polarisation est de´fini pour eˆtre la solution du proble`me de transmission suivant
∆u−i = 0,
∆u=i = 0,
∆u+i = 0,
u+i = u
−
i , ζ = −ζ1
∂
∂νu
+
i = γ1
∂
∂νu
−
i + νˆ.xˆi, ζ = −ζ1,
u+i = u
=
i , ζ2 = 0,
∂
∂νu
+
i = γ2
∂
∂νu
=
i , ζ2 = 0,
u+i = o(
1
r2
), r →∞,
(2.39)
ou` u=i est le potentiel vectoriel a` l’interieur du milieu supe´rieur x3 > 0, u
−
i est le potentiel vectoriel
de la sphe`re pour x3 < 0 et u+i est le potentiel vectoriel du milieu d’enfouissement, i = 1, 2 et 3.
Pour de´terminer l’expression (2.38), nous avons besoin de calculer le potentiel u+ = (u+1 , u
+
2 , u
+
3 )
du milieu ou` se trouve la sphe`re. Les expressions du potentiel vectoriel u+(r, γ) = (u+1 , u
+
2 , u
+
3 )
pour −ζ1 < ζ < 0, sont donne´es par
u+1 =
√
R(ζ, θ)
+∞∑
n=1
(
C(1)n e
(n+ 1
2
)ζ +D(1)n e
−(n+ 1
2
)ζ
)
P 1n(cos θ) cosφ,
u+2 =
√
R(ζ, θ)
+∞∑
n=1
(
C(2)n e
(n+ 12 )ζ +D(2)n e
−(n+ 12 )ζ
)
P 1n(cosθ) sinφ, (2.40)
u+3 =
√
R(ζ, θ)
+∞∑
n=0
(
C(3)n e
(n+ 12 )ζ +D(3)n e
−(n+ 12 )ζ
)
Pn(cosθ).
Pour retrouver les coefficients C(i)n et D
(i)
n , nous utilisons les conditions de transmission (2.38). Ces
coefficients sont donne´s dans [24]. Nous pouvons obtenir les expressions des e´le´ments diagonaux du
tenseur de polarisation de la sphe`re :
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– M11 et M22 repre´sentent les composantes paralle`les a` l’interface,
– M33 repre´sente la composante perpendiculaire a` l’interface.
M11(γ1;V1)=M22(γ1;V1) = (γ1 − 1)pic2 sinh ζ1
∫ pi
0
sin θ2
R(ζ, θ)
5
2
+∞∑
n=1
(C(1)n e
−(n+ 12 )ζ1 +D(1)n e
(n+ 12 )ζ1)
×P 1n(cos θ)dθ + |V1|, (2.41)
M33(γ1;V1)=(γ1 − 1)2pic2 sinh ζ1
∫ pi
0
sin θ
R(ζ, θ)
5
2
[− sinh ζ1 +R(ζ0, θ) coth ζ1]
×
+∞∑
n=0
(C(3)n e
−(n+ 12 )ζ1 +D(3)n e
(n+ 12 )ζ1)Pn(cos θ)dθ + |V1|.
2.10.2 Comportement des e´le´ments du tenseur de polarisation
Pour le cas d’une inclusion enfouie sous l’interface, les e´le´ments du tenseur de polarisation
calcule´s via les coordonne´es bisphe´riques doivent eˆtre de´termine´s nume´riquement. Le nombre N
est de´termine´ d’une manie`re ite´rative en remplac¸ant les sommes infinies
∑+∞
n=0,1 par des sommes
finies
∑N
n=0,1 ou` N est choisi de telle sorte que la correction de l’ordre (N + 1) par rapport a`
l’ordre (N) soit infe´rieure a` un seuil de convergence pris ici e´gal a` 10−15. Dans le tableau 2.1, on
prend en exemple le cas d’une inclusion die´lectrique de rayon a = 0, 05 m et de (forte) permittivite´
ε = 12ε0, place´e dans le milieu d’enfouissement de permittivite´ ε− = 4ε0. Cette sphe`re est e´loigne´e
de l’interface d’une distance d par rapport a` son centre. Ce tableau nous montre que plus la sphe`re
est proche de l’interface plus N est grand.
d (m) Erreur N
0,051 O(10−15) 81
0,055 O(10−15) 44
0,06 O(10−15) 32
0,07 O(10−15) 23
0,08 O(10−15) 19
0,09 O(10−15) 17
0,1 O(10−15) 15
0,2 O(10−15) 10
0,3 O(10−15) 9
0,6 O(10−15) 7
Table 2.1 – Choix du nombre N dans le cas d’une inclusion die´lectrique enfouie sous l’interface.
Pour analyser le comportement de chaque e´le´ment du tenseur de polarisation, nous trac¸ons, en
fonction de d, les e´le´ments diagonaux du tenseur de polarisation calcule´s a` travers les coordonne´es
bisphe´riques compare´s a` ceux d’une sphe`re isole´e en espace libre, ou` a est le rayon de la sphe`re et
d est la profondeur de son centre. On conside´rera toujours que d > a pour e´viter que la sphe`re ne
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touche l’interface.
La figure 2.14 nous montre que lorsque d > 3a, les tenseurs sont presque identiques, et la sphe`re
agit comme une sphe`re isole´e en espace libre. Lorsque d < 3a, la sphe`re se rapproche de plus en
plus de l’interface (sans contact), et les e´le´ments du tenseur de polarisation se se´parent de plus en
plus. Cependant, la diffe´rence par rapport a` la valeur de la sphe`re isole´e ne de´passe pas 6%.
on fait varier d
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z
d
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Figure 2.14 – Les e´le´ments du tenseur de polarisation M11 etM22 (courbe (◦)), M33 (courbe (triangle))
calcule´s par les coordonne´es bisphe´riques en fonction de d, sont compare´s a` celui d’une sphe`re isole´e en espace
libre (courbe (−−)) pour une sphe`re de rayon 0, 05 m et de permittivite´ 3ε−.
Sur la figure 2.15, on prend le cas d’une sphe`re enfouie sous l’interface de rayon 0.025 m de
permittivite´ relative 3, et le cas d’une sphe`re de rayon 0, 05 m (c-a`-d le double) et de meˆme
permittivite´ relative. On trace les e´le´ments du tenseur de polarisation pour chacune des deux
configurations en fonction de la distance d. On trouve que la plus petite sphe`re atteint la valeur
d’une sphe`re isole´e a` une pre´cision de 1% avant la plus grande sphe`re. En effet, la plus petite sphe`re
se comporte comme une sphe`re isole´e a` partir d’une distance d = 0, 045 m et la plus grande sphe`re
a` partir d’une distance d = 0, 09 m. Donc on peut dire que plus la sphe`re est grande plus l’effet du
couplage entre la sphe`re et l’interface est important.
On conside`re deux configurations pour lesquelles les sphe`res sont de meˆme rayon 0, 05 m et de
permittivite´s diffe´rentes. Dans la premie`re configuration on conside`re une sphe`re de permittivite´
relative 3 et dans l’autre configuration une sphe`re de permittivite´ relative 5. On trace sur la figure
2.16 les e´le´ments du tenseur de chaque sphe`re enfouie sous l’interface en fonction de d. On observe
que la sphe`re de permittivite´ relative 3 atteint la valeur d’une sphe`re isole´e avant la sphe`re de
permittivite´ relative 5, a` une pre´cision de 1%. A une distance d = 0, 09 m, la sphe`re de plus petite
permittivite´ se comporte comme une sphe`re isole´e alors qu’il faut une distance d = 0, 1 m pour la
sphe`re de plus grande permittivite´ pour qu’elle se comporte comme une sphe`re isole´e. On constate
que l’interface a une influence sur la sphe`re de plus forte permittivite´ c’est-a`-dire que plus la sphe`re
est de grande permittivite´ plus l’effet du couplage avec l’interface est important.
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Figure 2.15 – Les e´le´ments du tenseur de polarisation M11 et M22 (courbe (◦)), M33 (courbe (triangle))
calcule´s par les coordonne´es bisphe´riques en fonction de d, sont compare´s a` celui d’une sphe`re isole´e en
espace libre (courbe (−−)) pour deux sphe`res de meˆme permittivite´ 3ε− et de diffe´rents rayons a = 0, 025
m (courbe de gauche) et a = 0, 05 m (courbe de droite).
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Figure 2.16 – Les e´le´ments du tenseur de polarisation M11 et M22 (courbe (◦)), M33 (courbe (triangle))
calcule´s par les coordonne´es bisphe´riques en fonction de d, sont compare´s a` celui d’une sphe`re isole´e en espace
libre (courbe (−−)) pour deux sphe`res de meˆme rayon a = 0, 05 m et de diffe´rentes permittivite´s ε = 3ε−
(courbe a` gauche) et ε = 5ε− (courbe a` droite).
2.10.3 Effet du couplage
Pour e´tudier l’effet du couplage entre la sphe`re et l’interface, nous comparons la diffe´rence d’am-
plitude de la composante verticale du champ e´lectrique diffracte´ ||Ez(avec couplage) |−|Ez(sans couplage) ||
calcule´ par la formule asymptotique avec couplage (tenseur calcule´ par les coordonne´es bisphe´riques)
et sans couplage (tenseur d’une sphe`re isole´e).
On prend la configuration suivante : on fixe tout d’abord un dipoˆle a` la position rn = (0 ; 0 ; 0,5
m) oriente´ selon z et e´mettant a` une fre´quence de 300 MHz. Ce dipoˆle se trouve dans le demi-espace
supe´rieur de caracte´ristiques ε0 et µ0. Il e´claire une sphe`re die´lectrique de rayon 0,05 m = λ−/10
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et de permittivite´ 12ε0 enfouie sous l’interface a` une profondeur d. Le milieu d’enfouissement est
de permittivite´ 4ε0. Voir Fig. 2.19.
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Figure 2.17 – Le plan d’observation y = 0 pour un dipoˆle place´ en rn = (0 ; 0 ; 1,2 m).
Dans le plan y = 0, on s’inte´resse a` la diffe´rence d’amplitude de la composante verticale du
champ e´lectrique diffracte´ avec et sans couplage, pour diffe´rentes distances d = 0, 5; 0, 2 et 0, 1 m.
Les simulations de la figure 2.18 nous permettent de tirer les conclusions suivantes :
– L’effet du couplage n’est ressenti fortement que dans un voisinage autour de l’inclusion.
– L’effet du couplage est de plus en plus fort quand la sphe`re se rapproche de l’interface. Ainsi
pour d = 0, 1 m l’e´cart maximal est de 0.4 V/m alors que pour d = 0, 2 m il est de 0, 25 V/m
et pour d = 0, 5 m il n’est que de 0, 035 V/m. D’ailleurs, la courbe de droite de la figure 2.15,
qui traite de la meˆme sphe`re, montre bien que les e´le´ments du tenseur de polarisation pour
d = 0, 1 m sont nettement diffe´rents de ceux pour d = 0, 2 m et encore plus pour d = 0, 5 m
ou` ces e´le´ments se rapprochent fortement des valeurs du cas d’une sphe`re isole´e.
– L’effet du couplage n’est ressenti au niveau du demi-espace supe´rieur que lorsque la sphe`re
est tre`s proche de l’interface (cas de d = 0, 1 = λ−/5). Et meˆme dans ce cas, l’effet n’est
ressenti fortement qu’au voisinage imme´diat de l’interface.
2.11 Interaction entre des inclusions en utilisant le mode`le de
Foldy-Lax
Dans le cas d’une inclusion proche de l’interface, l’interaction entre la sphe`re et l’interface peut
eˆtre conside´re´e en introduisant un nouveau tenseur de polarisation obtenu via les coordonne´es
bisphe´riques. Dans le cas de plusieurs inclusions proches de l’interface, nous introduisons le mode`le
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Figure 2.18 – La diffe´rence d’amplitude de la composante verticale du champ diffracte´ sur le plan
y = 0 calcule´ par la formule asymptotique avec couplage (coordonne´es bisphe´riques) et sans couplage pour
diffe´rentes distances d : d = 0, 5 m = λ− (courbe haut gauche) ; d = 0, 2 m = 4λ−/5 (courbe haut droite) ;
d = 0, 1 m = λ−/5 (courbe bas), pour une sphe`re de rayon λ−/10 et de permittivite´ 3ε−.
de Foldy-Lax dans la formule asymptotique du champ diffracte´, ce qui prend en compte l’interaction
entre l’interface et les inclusions d’une part et le couplage entre les inclusions elles meˆmes. Ces
inclusions peuveut eˆtre de forme arbitraires.
Nous allons inte´grer le mode`le de Foldy-Lax a` la formule asymptotique puisque les m inclusions
sont suppose´es de petites tailles de telle sorte que chaque inclusion est assez petite devant la
longueur d’onde du milieu d’enfouissement. Donc, le champ a` l’inte´rieur de chaque inclusion peut
eˆtre suppose´ uniforme. Chaque petite inclusion est conside´re´e comme un dipoˆle.
Le champ a` l’inte´rieur de chaque inclusion l est le champ incident auquel on ajoute le champ
diffracte´ par toutes les autres m − 1 inclusions duˆ au champ total a` la position de ces inclusions.
Les formules inte´grales de Lippmann-Schwinger du champ total e´lectrique et magne´tique dans
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l’inclusion l deviennent comme suit :
E(xl) = E0(xl) + α3
m∑
l (=j
[
iωε−µ−
ε(xl)
Gem(xl,xj) ·Mg
(
µj
µ−
;Vj
)
H(xj) (2.42)
+k2−G
ee(xl,xj) ·Mg
(
εj
ε−
;Vj
)
E(xj)
]
(2.43)
H(xl) = H0(xl) + α3
m∑
l (=j
[−iωε−µ−
µ(xi)
Gme(xl,xj) ·Mg
(
εj
ε−
;Vj
)
E(xj)
+k2−G
mm(xl,xj) ·Mg
(
µj
µ−
;Vj
)
H(xj)
]
,
Insistons ici sur le fait que les Gme, Gem, Gee et Gmm sont les dyades de Green pour lesquelles le
point source et le point d’observation sont situe´s dans le meˆme milieu. Donc nous avons besoin de
calculer leurs termes source et leurs termes de re´flexion.
Le champ dans chaque inclusion j est obtenu en re´solvant un syste`me d’e´quations line´aires de
dimension 6m×6m repre´sente´ dans (2.42) . Une fois ce syste`me re´solu, le champ e´lectrique diffracte´
au point d’observation r peut eˆtre calcule´ par
E(r)−E0(r) = α3
m∑
j=1
[
iωε−µ−
ε(r)
Gem(r,xj) ·Mg
(
µj
µ−
;Vj
)
H(xj) (2.44)
+k2−G
ee(r,xj) ·Mg
(
εj
ε−
;Vj
)
E(xj)
]
,
Rappelons que lorsque l’on est en train de calculer le champ diffracte´ en un point du demi-espace
supe´rieur, on ne conside`re que les parties transmises des dyades Gme et Gee. Par contre, pour
calculer le champ diffracte´ en tout point du demi-espace infe´rieur, on doit utiliser les parties source
et re´fle´chie de ces dyades.
2.11.1 Effet du couplage
Nous avons incorpore´ dans la formule asymptotique le mode`le de Foldy-Lax pour prendre en
compte l’effet du couplage entre les sphe`res et aussi avec l’interface. Nous avons de´ja` vu dans le cas
d’une sphe`re proche ou loin de l’interface, que l’effet n’est conside´rable qu’autour de la sphe`re.
Maintenant, on conside`re deux sphe`res couple´es de meˆme rayon a = 0, 05 m et de meˆme per-
mittivite´ 3ε− place´es sous l’interface paralle´lement a` l’axe x. Ces deux sphe`res sont se´pare´es par
une distance de 0, 2 m entre leurs centres. Le milieu ou` se trouvent les deux sphe`res est die´lectrique
de permittivite´ 4ε0. Ces deux sphe`res sont e´claire´es par un dipoˆle e´lectrique oriente´ verticalemant
situe´ a` la position (0 ; 0 ; 0,5 m) e´mettant a` une fre´quence de 300 MHz (voir fig. 2.19).
On trace la diffe´rence d’amplitude de la composante verticale du champ e´lectrique diffracte´ sur
le plan y = 0 calcule´ par la formule asymptotique avec couplage (selon le mode`le Foldy-Lax) et
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Figure 2.19 – Le plan d’observation y = 0 pour un dipoˆle place´ en rn =(0 ; 0 ; 0,5 m).
sans couplage (tenseurs de sphe`res isole´es en espace libre) pour diffe´rentes distances d = 0, 1; 0, 2
et 0, 5 m.
Les simulations de la figure 2.20 nous permettent de tirer les meˆmes conclusions que celles faites
pour les simulations re´alise´es avec une seule sphe`re couple´e a` l’interface (Fig. 2.18), a` savoir que le
couplage n’a d’effet visible qu’au voisinage proche des inclusions, qu’il est d’autant plus fort que les
inclusions sont proches de l’interface, et que cet effet ne peut eˆtre ressenti au niveau du demi-espace
supe´rieur que si les inclusions sont tre`s proches de l’interface, cela n’e´tant ressenti qu’au voisinage
imme´diat de l’interface. En effet, l’erreur relative du champ diffracte´ ne de´passe pas 2%.
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Figure 2.20 – La diffe´rence d’amplitude de la composante verticale du champ e´lectrique diffracte´ sur le
plan y = 0 calcule´e par la formule asymptotique avec couplage (Foldy-Lax) et sans couplage pour diffe´rentes
distances d : d = 0, 5 m (courbe en haut a` gauche) ; d = 0, 2 m (courbe en haut a` droite) ; d = 0, 1 m (courbe
en bas), pour le cas de deux sphe`res de meˆme rayon 0, 05 m et de meˆme permittivite´ 3ε−.
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Chapitre 3
Comparaison a` la me´thode des dipoˆles
couple´s
3.1 Introduction
La formule asymptotique du champ diffracte´ en espace libre ou en demi-espace n’est a priori
valide que pour des inclusions de tailles assez petites devant la longueur d’onde d’enfouissement.
Dans ce chapitre, nous allons comparer le champ diffracte´ calcule´ par la formule asymptotique a`
celui calcule´ par la me´thode des dipoˆles couple´s (en anglais Coupled Dipole Method ou CDM)
propose´e par [16] pour diffe´rentes tailles de l’inclusion afin de de´terminer un seuil de validite´ de la
formule asymptotique.
3.2 Champ diffracte´ par la me´thode des dipoˆles couple´s
3.2.1 Me´thode des dipoˆles couple´s en espace libre
Conside´rons un objet place´ dans le vide de forme et de permittivite´ relative arbitraire. Cet objet
est e´claire´ par une onde e´lectromagne´tique. Le principe de la CDM consiste a` discre´tiser l’objet
en L petits e´le´ments cubiques d’areˆte a (voir Fig. 3.1). Chaque e´le´ment doit eˆtre de dimension
suffisamment petite devant la longueur d’onde dans l’objet (a << λ/
√
εr). Chaque e´le´ment j est
assimile´ a` un dipoˆle de polarisation αj , qui posse`de un moment dipoˆlaire dont la valeur de´pend de
l’interaction avec tous les autres L − 1 e´le´ments cubiques et du champ incident. Le champ local
E(rj) observe´ par le dipoˆle j a` la position rj est fonction du champ incident et du champ diffracte´
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Figure 3.1 – Le principe de la me´thode CDM : l’objet (a` gauche) est discre´tise´ en L e´le´ments cubiques.
Ici N = 16 c’est-a`-dire que le diame`tre est de´compose´ en 16 segments, ce qui donne un nombre total de
L = 2426 cubes e´le´mentaires. La diffe´rence de volume est ici de 9%.
par tous les autres L− 1 dipoˆles :
E(ri) = E0(ri) +
L∑
j=1,j (=i
k2Gee(ri, rj)αjE(rj), (3.1)
ou` αj est la polarisabilite´ associe´e αj = 3a3
εj−ε0
εj+2ε0
et Gee est la dyade de Green donne´e dans
l’e´quation (1.2).
Le champ E(rj) dans chaque dipoˆle j est obtenu en re´solvant un syste`me line´aire de dimension
3L× 3L.
Pour calculer le champ e´lectromagne´tique diffracte´ en tout point r de l’espace, il suffit de sommer
les champs rayonne´s par tous les dipoˆles :
E(r)−E0(r) =
L∑
j=1
k2G(r, rj)αjE(rj), (3.2)
Dans le cas de deux ou de plusieurs objets a` discre´tiser, le champ local a` la position d’un dipoˆle
de´pend du rayonnement de tous les autres e´le´ments du meˆme objet et aussi du rayonnement des
e´le´ments des autres objets (voir Fig. 3.3). De telle sorte que le syste`me d’e´quations devient un
syste`me de dimension 3 fois le nombre d’e´le´ments de tous les objets. Le fait que les e´le´ments de
tous les objets influent sur le champ de chaque cube e´le´mentaire illustre bien que cette me´thode
(CDM) prend en compte le couplage entre les objets.
Figure 3.2 – Couplage entre deux sphe`res
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3.2.2 Me´thode des dipoˆles couple´s en demi-espace
En pre´sence d’une interface plane z = 0, l’objet est place´ dans le milieu infe´rieur de permittivite´
ε− et de perme´abilite´ µ−. Cet objet est discre´tise´ en L petits cubes. Chacun de ces petits cubes doit
eˆtre assez petit devant la longueur d’onde dans l’objet (a << λ−/
√
εr). Le champ local rayonne´
par l’e´le´ment i est donne´ par
E(ri) = E0(ri) +
L∑
j=1,j (=i
k2−G
ee(ri, rj)αjE(rj), (3.3)
ou` αj est la polarisabilite´ associe´
(
αj = 3a3
εj−ε−
εj+2ε−
)
.Gee est la dyade de Green e´lectrique-e´lectrique
pertinente au proble`me du demi-espace. Puisque tous les cubes sont dans le demi-espace infe´rieur,
nous utilisons les parties source et re´fle´chie de Gee. La partie re´fle´chie de Geetraduit donc la prise
en compte du couplage avec l’interface (voir Fig. 3.3). C’est ainsi que la me´thode CDM prend en
compte le couplage entre l’interface et l’objet.
interface z = 0
partie re´fle´chie
Figure 3.3 – Couplage avec l’interface.
De la meˆme manie`re, le champ E(rj) en chaque point occupe´ par un dipoˆle j est obtenu en
re´solvant le syste`me line´aire. Le champ e´lectrique diffracte´ observe´ en tout point r de l’espace est
obtenu en faisant la somme des champs rayonne´s par tous les dipoˆles :
E(r)−E0(r) =
L∑
j=1
k2−G
ee(r, rj)αjE(rj), (3.4)
L’expression de la dyade Gee est donne´e dans le chapitre pre´ce´dent. Elle de´pend de la position
du point d’observation et du point source. Dans le contexte de la formule (3.4) le point source rj
est l’un des L cubes, il est donc situe´ dans le demi-espace infe´rieur. Si le point d’observation r est
situe´ dans le milieu infe´rieur ou` se trouvent les L dipoˆles, alors Gee fait appel aux deux termes : le
terme de re´flexion et le terme source. Si le point d’observation r se trouve dans le milieu supe´rieur
alors Gee ne contient que le terme transmis.
Notons que, si l’on conside`re plusieurs objets dans le sous-espace infe´rieur, alors la me´thode
CDM prendra en compte le couplage entre les objets et aussi le couplage entre les objets et l’inter-
face.
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3.3 Re´sultats nume´riques en espace libre
Le champ e´lectrique diffracte´ calcule´ par la formule asymptotique est compare´ a` celui calcule´ par
la me´thode CDM pour diffe´rents objets sphe´riques et ellipso¨ıdaux. Dans les simulations suivantes, les
objets sont place´s en espace libre (ε0, µ0) et illumine´s par un dipoˆle e´lectrique oriente´ verticalement
selon l’axe z d’intensite´ unitaire (1 Am2). La fre´quence de travail est de 500 MHz (donc λ = 0.6
m). Le dipoˆle est fixe´ a` la position (−3;−3; 3). Le champ diffracte´ est mesure´ le long de deux lignes
du re´seau de 21× 21 dipoˆles oriente´s verticalement selon z. L’espacement entre les dipoˆles sur une
range´e et les range´e de dipoˆles est de λ/2. Le re´seau est syme´trique par rapport a` l’axe z, et est
place´ a` une hauteur h = 3 m par rapport au centre du repe`re (voir Fig. 3.4).
Nous trac¸ons la partie re´elle et imaginaire de la composante verticale Ez du champ e´lectrique
diffracte´ en fonction du nume´ro de re´cepteur. Les simulations CDM ont e´te´ communique´es par
Patrick Chaumet de l’institut Fresnel 1.
εj, µ0
εm, µ0
y
x
z
ε0, µ0
J0
λ/2
h
Figure 3.4 – Configuration en espace libre.
Nous conside´rons que la me´thode CDM est la me´thode exacte et nous de´finissons le pourcentage
d’erreur entre les deux me´thodes comme suit :
Erreur =
√∑
dipoˆles re´cepteurs |EzCDM − Ezasymp|2∑
dipoˆles re´cepteurs |EzCDM |2
× 100, (3.5)
ou` EzCDM est l’amplitude de la composante verticale du champ e´lectrique diffracte´ calcule´ par la
me´thode CDM et Ezasymp est l’amplitude de la composante verticale du champ e´lectrique diffracte´
calcule´ par la formule asymptotique.
1. Nous avons multiplie´ les donne´es de P. C. Chaumet par iωµ0/4pik
2 car ce dernier travaille en syste`me CGS
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3.3.1 Cas d’une sphe`re
Dans les simulations suivantes, on conside`re une sphe`re die´lectrique centre´e a` la position (-0,15
m ; 0,15 m ; 0,175 m), de rayons successifs 0, 03 m (λ/20 ou 5% de λ), 0, 06 m (λ/10 ou 10% de λ)
et 0, 09 m (3λ/20 ou 15% de λ) et de meˆme permittivite´ relative εr = 5.
Sur la figure 3.5, la sphe`re de rayon 0, 03 m a e´te´ divise´e en 4224 e´le´ments cubiques. A partir
de cette figure nous observons que les re´sultats sont presque identiques. L’erreur sur la partie re´elle
est de 2, 44%, sur la partie imaginaire elle est de 2, 44%, et sur l’amplitude elle est de 1, 96%.
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Figure 3.5 – La partie re´elle (a` gauche) et la partie imaginaire (a` droite) de la composante verticale du
champ diffracte´ par une sphe`re de rayon a = 0, 03 m (λ/20) illumine´e par un e´metteur e´lectrique oriente´
verticalement, place´ a` la position (-3 m ; -3 m ; 3 m), mesure´e a` la position de deux lignes du re´seau et
calcule´e par la formule asymptotique (courbe ◦) et la me´thode CDM (courbe cube).
Sur la figure 3.6, la sphe`re de rayon 0, 06 m (λ/10 ou 10% de λ) a e´te´ divise´e en 33552 cubes. Nous
constatons que les re´sultats sont presque identiques mais que le pourcentage d’erreur a augmente´.
L’erreur sur la partie re´elle est de 11, 37% et sur la partie imaginaire elle est de 10, 71%. Par rapport
a` l’amplitude, l’erreur est de 3, 64%.
A ce niveau, on peut dire que la formule est toujours valable pour un rayon de λ/10. On essaie
encore d’augmenter un peu le rayon de la sphe`re pour fixer la limite de validite´ de la formule
asymptotique. On prend cette fois une sphe`re de rayon 0, 09 m (3λ/20 ou 15% de λ). Par la
me´thode CDM, cette sphe`re est discre´tise´e en 268096 e´le´ments cubiques. La figure 3.7 nous montre
que lorsque le rayon de la sphe`re est de 15% de la longueur d’onde, on distingue une grande
diffe´rence entre les deux courbes, et le pourcentage d’erreur devient de 51, 65% sur la partie re´elle
et de 42, 98% sur la partie imaginaire.
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Figure 3.6 – Pour une sphe`re de rayon 0, 06 m (λ/10), comme en Fig. 3.5.
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Figure 3.7 – Pour une sphe`re de rayon 0, 09 m, comme en Fig. 3.5.
3.3.2 Cas d’un ellipso¨ıde
Nous avons compare´ le champ diffracte´ par une sphe`re par les deux me´thodes, maintenant nous
introduisons un ellipso¨ıde die´lectrique au lieu d’une sphe`re. Cet ellipso¨ıde est centre´ a` la position
(-0,15 m ;0,15 m ;0,175 m), il est de semi-axes (0,06 m ; 0,03 m ; 0,02 m), i.e., (10%, 5%, 3% de λ)
et de permittivite´ 5ε0. Il est discre´tise´ en 688 e´le´ments cubiques.
La figure 3.8 montre que nous trouvons deux courbes quasi identiques. En effet, le pourcentage
d’erreur est de 4% sur la partie re´elle, de 4% sur la partie imaginaire et de 3, 09% sur l’amplitude.
On prend maintenant un ellipso¨ıde allonge´ de semi-axes (0,09 m ; 0,03 m ; 0,03 m), i.e., (15%,
5%,5% de λ). Les courbes pour cet ellipso¨ıde sont affiche´es sur la figure 3.9. L’erreur sur la partie
re´elle est de 6, 74%, sur la partie imaginaire elle est de 6, 44%, et sur l’amplitude elle est de 3, 74%.
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Figure 3.8 – La partie re´elle (a` gauche) et la partie imaginaire (a` droite) de la composante verticale du
champ diffracte´ par un ellipso¨ıde de semi-axes (0,06 m ; 0,03 m ; 0,02 m ) i.e., (10%, 5%,3% de λ) illumine´
par un e´metteur e´lectrique oriente´ verticalement, place´ a` la position (-3 m ; -3 m ; 3 m), mesure´ a` la position
de deux lignes du re´seau calcule´e par la formule asymptotique (courbe ◦) et la me´thode CDM (courbe cube).
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Figure 3.9 – Pour un ellipso¨ıde de semi-axes (0,09 m ; 0,03m ; 0,03 m), comme en Fig. 3.8.
Dans une autre simulation, on choisit un ellipso¨ıde de semi-axes (0,09 m ; 0,06 m ; 0,03 m), i.e.,
(15%, 10%,5% de λ). Il s’agit des courbes de la figure 3.10. L’erreur sur la partie re´elle est de 9, 81%,
sur la partie imaginaire elle est de 8, 76% et sur l’amplitude elle est de 3, 04%.
On compare, dans la simulation de la figure 3.11, les donne´es du champ diffracte´ par un ellipso¨ıde
de semi-axes (0,09 m ; 0,03 m ; 0,09 m), (i.e., 5%, 10%,15% de λ). On obtient que le pourcentage
d’erreur sur la partie re´elle est de 37.30%, sur la partie imaginaire l’erreur est de 38, 77% et sur
l’amplitude elle est de 36, 03%
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Figure 3.10 – Pour un ellipso¨ıde de semi-axes (0,09 m ; 0,06 m ; 0,03 m), comme en Fig. 3.8.
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Figure 3.11 – Pour un ellipso¨ıde de semi-axes (0,09 m ; 0,03 m ; 0,09 m), comme en Fig. 3.8.
3.3.3 Cas de deux sphe`res
Rappelons que nous avons constate´, au premier chapitre, que, dans le cas des deux sphe`res,
l’effet du couplage n’est visible qu’au voisinage proche des deux sphe`res. Dans cette simulation, on
s’inte´resse a` deux sphe`res die´lectriques de meˆme rayon 0, 03 m (λ/20) et de diffe´rentes permittivite´s
5ε0 et 3ε0 centre´es a` la position (-0,075 m ; 0 ; 0,175 m) et (0,075 m ; 0 ; 0,175 m). On obtient un
pourcentage d’erreur de 3, 82% sur la partie re´elle, de 3, 79% sur la partie imaginaire, et de 2, 44%
sur l’amplitude, voir Fig. 3.12. A ce niveau, ajoutons que l’allure des champs reste la meˆme en
toutes circonstances, meˆme si certains e´carts en pourcentage peuvent sembler ou sont importants,
ainsi qu’il est facilement observe´ des figures fournies.
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Figure 3.12 – La partie re´elle (a` gauche) et la partie imaginaire (a` droite) de la composante verticale du
champ diffracte´ a` la position de deux lignes du re´seau calcule´e par la formule asymptotique obtenue dans le
syste`me de coordonne´es bisphe´riques (courbe ◦) et par la me´thode CDM (courbe cube). Les deux sphe`res
die´lectriques sont de meˆme rayon λ/20 et de diffe´rentes permittivite´s (5ε0, 3ε0).
3.4 Re´sultats nume´riques en demi-espace
Le champ diffracte´ calcule´ par la formule asymptotique est compare´ a` celui calcule´ par la
me´thode CDM. Les valeurs nume´riques du champ diffracte´ sont obtenues a` chaque dipoˆle des lignes
de mesure pour le cas d’une sphe`re ou de deux sphe`res illumine´es par un dipoˆle e´lectrique oriente´
verticalement, e´mettant a` une fre´quence de 300 MHz (λ+ = 1 m). Le champ diffracte´ est obtenu
par les deux me´thodes a` la position de chaque dipoˆle parmi les 5 lignes d’un re´seau de 8× 8 dipoˆles
oriente´s verticalement selon z. Le re´seau est place´ dans le milieu supe´rieur de permittivite´ ε0 et
de perme´abilite´ µ0. L’espacement entre dipoˆles d’une range´e et entre deux range´es de dipoˆles est
de λ+/2. Le re´seau est syme´trique par rapport a` l’axe z, et est place´ a` une hauteur h = 3 m par
rapport a` l’interface (voir Fig. 3.13).
Nous trac¸ons la partie re´elle et imaginaire de la composante verticale du champ diffracte´ Ez en
fonction du nume´ro de re´cepteur.
3.4.1 Cas d’une sphe`re
Rappelons que dans le deuxie`me chapitre nous avons constate´ que l’effet du couplage est ressenti
fortement dans un voisinage autour de la sphe`re et il est de plus en plus fort quand la sphe`re se
rapproche de l’interface.
On prend une sphe`re enfouie sous l’interface. Cette sphe`re est die´lectrique de permittivite´ 12ε0.
Le milieu d’enfouissement est de permittivite´ 4ε0 et de perme´abilite´ µ0 (λ− = 0, 5 m). La sphe`re
est de rayon λ−/10, centre´e a` la position (0,15 m ; 0,23 m ; −d m). On fait varier la distance d qui
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Figure 3.13 – Configuration en demi-espace.
repre´sente la distance entre l’interface et le centre de la sphe`re.
Les re´sultats de´ja` vus en espace libre nous montrent que la formule asymptotique n’est conve-
nable que lorsque le rayon de la sphe`re ne de´passe pas le dixie`me de λ. Un tel seuil limite est
attendu en demi-espace. Lorsque la sphe`re est e´loigne´e de l’interface de 1 m, la figure 3.14 nous
montre qu’on obient des courbes tre`s proches avec un pourcentage d’erreur de 10, 78% sur la partie
re´elle, de 7, 97% sur la partie imaginaire, et de 4, 86% sur l’amplitude.
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Figure 3.14 – La partie re´elle (a` gauche) et la partie imaginaire (a` droite) de la composante verticale
du champ diffracte´ a` la position de 5 lignes du re´seau calcule´ par la formule asymptotique obtenu dans le
syste`me de coordonne´es bisphe´riques (courbe ◦) et la me´thode CDM (courbe cube). La sphe`re de rayon
a = 0, 05 m loin de l’interface de 1 m est e´claire´e par un dipoˆle e´lectrique place´ a` la position (-1,75 m ; -1.75
m ; 0,5 m).
De meˆme, si l’on rapproche la sphe`re de l’interface de d = 0, 2 m et 0, 1 m, les re´sultats sont
identiques (voir Fig. 3.15 et Fig. 3.16). Pour d = 0, 2 m, l’erreur est de 7, 14% sur la partie re´elle,
elle est de 10, 07% sur la partie imaginaire et elle est de 4, 42% sur l’amplitude. Pour d = 0, 1
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m, l’erreur est de 11, 33% sur la partie re´elle, de 6, 68% sur la partie imaginaire, et de 5, 37% sur
l’amplitude.
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Figure 3.15 – Pour d = 0, 2 m, comme en Fig. 3.14.
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Figure 3.16 – Pour d = 0, 1 m, comme en Fig. 3.14.
3.5 Conclusion
Nous avons compare´ les donne´es du champ diffracte´ obtenues par ces deux me´thodes (asympto-
tique et CDM) en espace libre ou en demi-espace. Nous avons illustre´ notamment qu’elles fournissent
des champs diffracte´s identiques tant que la taille de l’objet demeure assez petite devant la longueur
d’onde d’enfouissement. On peut fixer la limite de validite´ de la me´thode asymptotique a` un rayon
de la sphe`re e´gal au dixie`me de la longueur d’onde d’enfouissement. Pour le cas de deux petites
sphe`res couple´es en espace libre, les donne´es CDM confirment ce qui a e´te´ dit au premier chapitre,
a` savoir que l’effet du couplage n’est ressenti que si le point d’observation est loin des sphe`res (ici
les dipoˆles re´cepteurs sont a` une distance de 5λ des sphe`res).
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Concernant la limite de validite´ de la formule asymptotique pour un ellipso¨ıde, les simulations
nous permettent de constater que la formule asymptotique donne un bon re´sultat tant que le volume
de l’ellipso¨ıde est infe´rieur ou e´gal a` celui d’une sphe`re de rayon λ/10.
Pour le cas d’une sphe`re proche de l’interface, les donne´es CDM confirment ce qui a e´te´ dit au
second chapitre, a` savoir que l’effet du couplage n’est ressenti que si le point d’observation est loin
de l’interface (ici les dipoˆles re´cepteurs sont a` une distance de λ−/2 par rapport a` l’interface).
Chapitre 4
Me´thode d’imagerie
4.1 Introduction
Dans ce chapitre, on conside`re une me´thode d’imagerie non ite´rative a` une seule fre´quence de
type MUSIC (qui vaut MUltiple SIgnal Classification) pour de´tecter de petites inclusions. Cette
me´thode est base´e sur la de´composition en valeurs singulie`res de la matrice de re´ponse multistatique
compose´e par des donne´es de champ diffracte´ calcule´es par la me´thode asymptotique ou par CDM.
Graˆce a` cette me´thode d’imagerie, nous pouvons de´tecter la position de chaque petite inclusion.
Notre e´tude se fait par rapport a` des inclusions sphe´riques ou ellipso¨ıdales, die´lectriques ou/et
magne´tiques en espace libre et en demi-espace. Nous essayons d’e´tudier les caracte´ristiques de
l’objet a` de´tecter graˆce a` ses valeurs singulie`res et ses vecteurs singuliers. Nous exploitons aussi
la me´thode de re´tropropagation des ondes qui vient directement du phe´nome`ne de retournement
temporel. L’extension de la me´thode MUSIC au cas d’objets e´tendus est quant a` elle conside´re´e en
fin de chapitre.
4.2 Notion sur le retournement temporel
Le formalisme mathe´matique du phe´nome`ne de retournement temporel est base´ sur l’Ope´rateur
de Retournement Temporel (ORT) et sa de´composition (DORT) pre´sente´s par Fink et Prada [28].
La re´tropropagation est un me´canisme qui permet de ge´ne´rer une onde qui va, the´oriquement,
converger sur l’objet diffractant meˆme si le milieu traverse´ par l’onde n’est pas bien connu. Ce-
pendant, les expe´riences ont montre´ la limite de cette me´thode surtout en terme de re´solution de
l’imagerie (voir plus loin dans ce chapitre).
[25, 31] ont propose´ la me´thode MUSIC qui suppose la connaissance du milieu traverse´ par
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l’onde entre les e´metteurs, les inclusions et les re´cepteurs. En effet, cette me´thode se base sur le
calcul de la matrice de re´ponse impulsionnelle inter-e´le´ments des re´seaux e´metteurs/re´cepteurs ou
matrice de re´ponse multi-statique du syste`me qui se calcule a` base des fonctions de Green des
milieux traverse´s et de la formule de diffraction d’ondes par les inclusions.
Nous avons de´ja` developpe´ aux pre´ce´dents chapitres tout ce qu’il nous faut en terme des fonctions
de Green (en espace libre ou en demi-espace) et des formules de calcul du champ diffracte´ pour
de petits objets sphe´riques ou ellipso¨ıdaux (formule asymptotique et me´thode CDM) pour pouvoir
consacrer ce dernier chapitre a` l’application de la me´thode MUSIC pour la de´tection de petites
inclusions ellipso¨ıdales en espace libre et en demi-espace.
4.3 Matrice de re´ponse multi-statique
Nous conside´rons un re´seau de ne dipoˆles e´metteurs aux positions {r1, . . . , rn, . . . , rne}. Pour
des raisons de simplification, nous supposons que tous ces e´metteurs sont oriente´s selon une meˆme
et unique direction
−→
β . Conside´rons un autre re´seau de nr dipoˆles re´cepteurs aux positions {R1,
. . . ,Rp, . . . ,Rnr}. Tous les dipoˆles re´cepteurs sont oriente´s selon une seule direction −→γ . Nous
conside´rons aussi m petites inclusions aux positions x1, . . . ,xm de volumes αV1, . . . ,αVm (α e´tant
l’ordre de grandeur de la taille des inclusions) ayant les caracte´ristiques (ε1, µ1), . . . , (εm, µm). Nous
allons calculer la matrice de re´ponse multi-statique du syste`me forme´ par les dipoˆles e´metteurs, les
inclusions et les dipoˆles re´cepteurs (voir Fig. 4.1). Cette matrice, de taille nr × ne, est constitue´e
en de´terminant le champ diffracte´ perc¸u par chaque re´cepteur venant de chaque e´metteur. Cette
matrice posse`de naturellement une e´criture diffe´rente selon que le syste`me soit en espace libre ou
en demi-espace.
m inclusions
ne e´metteurs
−→
β
−→γ
nr re´cepteurs
Figure 4.1 – Configuration en espace libre
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Matrice de re´ponse multi-statique en espace libre
Conside´rons le dipoˆle e´lectrique e´metteur n positionne´ en rn. Si ce dipoˆle est alimente´ par un
courant Iln, alors les champs incidents prennent la forme suivante :
E(n)0 (r) = iωµ0 G
ee(r, rn) ·−→β Iln
H(n)0 (r) = G
me(r, rn) ·−→β Iln.
Ces champs incidents vont eˆtre diffracte´s par les m inclusions. Le champ diffracte´ mesure´ par
le re´cepteur p est donne´ par la formule asymptotique du champ e´lectrique diffracte´ suivante :
E(n)(Rp)−E(n)0 (Rp) =
m∑
j=1
[
Gme(Rp,xj) ·MµjH(n)0 (xj) (4.1)
+
1
iωµ0
Gee(Rp,xj) ·Mεj E(n)0 (xj)
]
.
Dans cette expression, nous avons ne´glige´ le terme d’ordre α4. Mεj ,M
µ
j sont les tenseurs de
polarisation ge´neralise´s globaux qui sont de´finis par :
Mεj = iωµ0 α
3 k2 Mg
(
εj
ε0
;Vj
)
,
Mµj = iωµ0 α
3 Mg
(
µj
µ0
;Vj
)
,
Mµ,εj = diag(M
µ
j ,M
ε
j), j = 1, . . . ,m.
Rappelons queMεj et M
µ
j sont des matrices de dimension 3×3 et queMµ,εj est de dimension 6×6.
Matrice de re´ponse multi-statique en demi-espace
On suppose que les re´seaux de re´cepteurs et d’e´metteurs se situent tous les deux au sein du
milieu supe´rieur z > 0 (ayant les caracte´ristiques ε+ et µ+) et que toutes les inclusions sont place´es
dans le milieu infe´rieur (ayant les caracte´ristiques ε− et µ−). Donc les champs incidents rayonne´s
par le dipoˆle n au point r sont donne´s par
E(n)0 (r) = iωµ(rn)G
ee(r, rn) ·−→β Iln,
H(n)0 (r) =
µ(rn)
µ(r)
Gme(r, rn) ·−→β Iln.
Le champ e´lectrique diffracte´ par les m inclusions duˆ au rayonnement de l’e´metteur rn, observe´
par le re´cepteur p, est donne´ par
E(n)(Rp)−E(n)0 (Rp) =
m∑
j=1
[
ω2ε(rn)µ− k2−G
em(Rp,xj) ·Mµj ·H(n)0 (xj) (4.2)
+
µ−
iω
Gee(Rp,xj) ·Mεj ·E(n)0 (xj)
]
,
84 Chapitre 4. Me´thode d’imagerie
avec
Mµj = α
3 iωε−
ε(r)
µ(rn)
k2−k2(rn)
Mg (µj/µ−;Vj) ,
Mεj = α
3 iω3ε−Mg (εj/ε−;Vj) ,
Mµ,εj = diag(M
µ
j ,M
ε
j), j = 1, . . . ,m. (4.3)
Notons que l’on utilise la partie transmise de la dyade de Green uniquement puisque, pour le
calcul de E(n)0 et H
(n)
0 , le dipoˆle e´metteur et les inclusions sont dans deux demi-espaces se´pare´s
et, pour le calcul du champ diffracte´, les inclusions et le dipoˆle re´cepteur sont aussi dans deux
demi-espaces se´pare´s.
Tensions induites
En espace libre ou en demi-espace, le champ diffracte´ va ge´ne´rer une tension induite dans le
re´cepteur p oriente´ selon la direction −→γ (voir Fig. 4.2). L’expression de la tension induite dans le
re´cepteur p (oriente´ selon la direction −→γ ) duˆe a` l’excitation du dipoˆle e´metteur n est la suivante :
V (Rp, rn) = −→γ ·
(
E(n)(Rp)−E(n)0 (Rp)
)
. (4.4)
−→
β
En0
champ incident
Iln : Courant
dipoˆle n (e´metteur)
Vp : Tension induite
Ed
champ diffracte´
−→γ
dipoˆle p (re´cepteur)
Figure 4.2 – Tension induite Vp sur le dipoˆle re´cepteur p duˆe a` l’excitation du dipoˆle e´metteur n par un
courant Iln.
Ceci nous permet d’obtenir la relation line´aire entre les ne courants transmis et les nr tensions
obtenues pour l’ensemble du re´seau qui s’e´crit de la manie`re matricielle suivante :
V = A I, (4.5)
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ou` V =
[
V (R1, r1), · · · , V (Rp, r1), · · · , V (Rnr , r1)
]
,
ou` I = [(Il)1, · · · , (Il)n, . . . , (Il)ne ] ,
et A =

A(R1, r1) · · · A(R1, rn) · · · A(R1, rne)
... . . .
... · · · ...
A(Rp, r1) · · · A(Rp, rn) · · · A(Rp, rne)
... · · · ... . . . ...
A(Rnr , r1)· · ·A(Rnr , rn)· · ·A(Rnr , rne)
 de taille nr × ne.
La matrice A est dite la matrice de Re´ponse MultiStatique du syste`me (de´note´e MultiStatic Res-
ponse matrix ou MSR dans les publications en anglais) forme´ par les dipoˆles et les inclusions.
Notons que A∗A est appele´ l’ope´rateur de retournement temporel (ORT) en notant A∗ = At.
La matrice A se de´compose comme suit :
A =
m∑
j=1
Gr(xj)M
ε,µ
j G
t
e(xj), (4.6)
ou`Mε,µj = diag(M
ε
j,M
µ
j ) et Gp(x) = [G
ε
p,G
µ
p ](x), et ou` p = r, e, Gεp(x) et Gµp (x) sont des matrices
de dimension np × 3 (qui sont constitue´es par les dyades de Green qui de´crivent la propagation
des ondes des ne e´metteurs aux points xj et des points xj aux nr re´cepteurs) et x est un point
de l’espace diffe´rent des positions des e´metteurs et des re´cepteurs {R1, . . . ,Rnr , r1, . . . , rne}. Ces
matrices prennent la forme suivante selon le type de configuration (milieu en espace libre ou en
demi-espace) :
Dans le cas espace libre :
Gεr(x) = (Gee(x,R1) ·−→γ , . . . ,Gee(x,Rnr ) ·−→γ )t ,
Gεe(x) =
(
Gee(x, r1) ·−→β , . . . ,Gee(x, rne) ·
−→
β
)t
,
Gµr (x) = (G
me(x,R1) ·−→γ , . . . ,Gme(x,Rnr ) ·−→γ )t ,
Gµe (x) =
(
Gme(x, r1) ·−→β , . . . ,Gme(x, rne) ·
−→
β
)t
,
(4.7)
Dans le cas demi-espace :
Gεr(x) = µ+ [G
ee(x,R1) ·−→γ , . . . ,Gee(x,Rnr ) ·−→γ ]t ,
Gεe(x) = µ+
[
Gee(x, r1) ·−→β , . . . ,Gee(x, rnt) ·
−→
β
]t
,
Gµr (x) = k2+ [Gme(x,R1) ·−→γ , . . . ,Gme(x,Rnr ) ·−→γ ]t ,
Gµe (x) = k2+
[
Gme(x, r1) ·−→β , . . . ,Gme(x, rne) ·
−→
β
]t
,
(4.8)
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Rappelons a` nouveau que, dans la formule asymptotique, nous n’avons besoin d’utiliser que la partie
transmise de la dyade de Green.
Notons que cette de´composition est valide lorsque l’inclusion j est magne´tique et die´lectrique
µj '= µ0 et εj '= ε0, j ∈ {1, . . . ,m}. Dans le cas ou` l’inclusion j est seulement die´lectrique (µj = µ0)
alors Gp = G
ε
p. Dans le cas ou` l’inclusion j est magne´tique (εj = ε0) alors Gp = G
µ
p .
4.4 Me´thode MUSIC
Il est connu que toute matrice A de dimension M × N est de´composable selon la me´thode
de De´composition en Valeurs Singulie`res (SVD). La matrice A = GrMGe s’e´crit alors comme le
produit de trois matrices A = UΣV ∗ ou` U et V (de telle sorte que U∗U = I et V ∗V = I) sont
des matrices orthonorme´es, respectivement de dimension M ×M et N × N et Σ est une matrice
diagonale contenant les e´le´ments σ1, · · · ,σs appele´es valeurs singulie`res non nulles de A (et de
A∗), telles que σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σs ≥ 0 ou` r ≤ min(M,N). r est le rang de la matrice A. r est
e´gal au nombre de valeurs singulie`res non nulles de A. Les r premie`res colonnes respectivement de
V = (v1, v2, · · · , vN ) et de U = (u1, u2, · · · , uM ) sont de´nomme´es vecteurs singuliers droit et gauche
de A et forment Us = (u1, u2, · · · , us) et Vs = (v1, v2, · · · , vs), l’indice « s » de´signant le sous-espace
signal par opposition a` l’indice « b » du sous-espace bruit. Enfin, puisque les valeurs singulie`res de
A sont range´es en ordre de´croissant, l’indice i correspondant est appele´ nume´ro d’ordre de la valeur
singulie`re.
Les projections orthonormales a` droite et a` gauche sur le sous-espace bruit sont donne´es par :
Pd=I− (UsU∗s ),
Pg=I− (VsV ∗s ).
Si M = N (c-a`-d que le nombre d’e´metteurs est e´gal au nombre de re´cepteurs), le point test de
l’espace x coincide avec la position xj (la position de l’inclusion j), si et seulement si Pd(Gr ·a) = 0,
pour a ∈ Cp (ou` p = 3 ou 6 selon les caracte´ristiques de l’inclusion) tel que Gr · a '= 0 ou` Gr est
de´fini dans (4.7) et (4.8) et Pg(Ge · a) = 0, pour a ∈ Cp tel que Ge · a '= 0, ou` Ge est de´fini dans
(4.7) et (4.8).
Si M < N (c-a`-d que le nombre d’e´metteurs est infe´rieur au nombre de re´cepteurs), le point
test x coincide avec la position xj, si et seulement si Pd(Gr ·a) = 0, pour a ∈ Cp tel que Gr ·a '= 0,
ou` Gr est de´fini dans (4.7) et (4.8).
Si M > N (c-a`-d que le nombre d’e´metteurs est supe´rieur au nombre de re´cepteurs), le point
test x coincide avec la position xj , si et seulement si Pg(Ge · a) = 0, pour a ∈ Cp telque Ge · a '= 0,
ou` Ge est de´fini dans (4.7) et (4.8).
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On peut de´finir la fonction d’estimation selon le nombre des e´metteurs et des re´cepteurs :
si le nombre d’e´metteurs est e´gal au nombre de re´cepteurs alors
W (x) =
1
‖Pd(Gr · a)‖2
+
1
‖Pd(Ge · b)‖2
, (4.9)
si le nombre d’e´metteurs est infe´rieur au nombre de re´cepteurs, alors
W (x) =
1
‖Pd(Gr · a)‖2
, (4.10)
et si le nombre d’e´metteurs est supe´rieur au nombre de re´cepteurs, alors
W (x) =
1
‖Pg(Ge · b)‖2
. (4.11)
La fonction d’estimation devra donc atteindre un maximum (en the´orie +∞) en chacun des points
xj, j = 1, . . . ,m centres des inclusions.
La me´thode MUSIC consiste donc a` conside´rer un cube de recherche maille´ et a` e´valuer la
fonction W (x) sur chaque point x du maillage de ce cube. Les parties de ce cube ou` W (x) atteint
un maximum sont alors assimile´es a` la zone de pre´sence du centre d’une inclusion de´tecte´e.
4.5 Analyse des valeurs singulie`res et des vecteurs singuliers en
espace libre
Supposons qu’un re´seau d’e´metteurs soit place´ d’une manie`re horizontale dans le plan z = za et
qu’il soit syme´trique par rapport aux axes ξ et η (voir Fig. 4.65). Le re´seau de re´cepteurs est place´
dans le meˆme plan que le re´seau d’e´metteurs z = za.
x
z
ε0, µ0
za
η
ξ
y
Figure 4.3 – Re´seau line´aire d’e´metteurs.
Conside´rons une inclusion ellipso¨ıdale ou sphe´rique die´lectrique et magne´tique centre´e a` l’origine
en x- = (0, 0, 0) avec les semi-axes de l’ellipso¨ıde co¨ıncidant avec les axes du repe`re (donc aucune
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rotation n’est a` appliquer : R = I3). La matrice de re´ponse multistatique est donne´e par :
A = G(x-)MG(x-)t,
ou` M = diag(Mε,Mµ) , comme cela a e´te´ de´ja` note´ dans le premier chapitre,
Mε = R
m
ε
a 0 0
0 mεb 0
0 0 mεc
 RT , Mµ = R
m
µ
a 0 0
0 mµb 0
0 0 mµc
 RT
G(x-) = [Gε,µ](x-) et G(x-) est donne´ par
G(x-) = [G(x-)]tG(x-)=
[
Gε H
H∗Gµ
]
, (4.12)
Conside´rons que les dipoˆles sont des dipoˆles croise´s oriente´s selon les trois directions, γ ∈
{eˆx, eˆy, eˆz}. Les produits inter-e´le´ments Gε, Gµ et H de G(x-) peuvent s’e´crire comme suit :
Gε=(Gε)tGε =
3∑
l=1
N∑
n=1
G(x-, rn) (−→γ l−→γ tl)G(rn,x-),
Gµ=(Gµ)tGµ =
3∑
l=1
N∑
n=1
−∇×G(x-, rn) (−→γ l−→γ tl)∇′×G(rn,x-),
H=(Gµ)TGεr,z =
3∑
l=1
N∑
n=1
∇×G(x-, rn) (−→γ l−→γ Tl )G(rn,x-).
Supposons que les dipoˆles rayonnent en champ lointain. Ici les inter-e´le´ments prennent les ex-
pressions suivantes :
Gε=
N∑
n=1
1
r6n
{[rn × (rn × eˆx)] + [rn × (rn × eˆy)] + [rn × (rn × eˆz)]} ,
Gµ=
N∑
n=1
1
r4n
{[rn × eˆx] + [rn × eˆy] + [rn × eˆz]} ,
H=
N∑
n=1
1
r5n
{[rn × (rn × eˆx)]⊗ [rn × eˆx] + [rn × (rn × eˆy)]⊗ [rn × eˆy]
+ [rn × (rn × eˆz)]⊗ [rn × eˆz]} .
Si le nombre de dipoˆles devient grand et que l’espacement entre les dipoˆles devient petit, alors on
peut remplacer le produit inter-e´le´ments par des inte´grales sur l’ouverture du re´seau [10, 4]
Gε=
∫
s
1
r6n
{
[rn × (rn × eˆx)]2 + [rn × (rn × eˆy)]2 + [rn × (rn × eˆz)]2
}
dξdη ,
Gµ=
∫
s
1
r4n
{
[rn × eˆx]2 + [rn × eˆz]2 + [r× eˆy]2
}
dξdη ,
H=
∫
s
1
r5n
{[rn × (rn × eˆx)]⊗ [rn × eˆx] + [rn × (rn × eˆy)]⊗ [rn × eˆy] +
[rn × (rn × ez)]⊗ [rn × eˆz]} dξdη.
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ou` rn = (ζ, η,−za) et rn =
√
ξ2 + η2 + z2a.
Les e´le´ments Gε, Gµ et H correspondent a` la somme des trois matrices. Chacune correspond
a` une direction, 3γ = {eˆx, eˆy, eˆz}. On conside`re que le re´seau de re´cepteurs est place´ sur les axes
{ξ, η, za > 0} et qu’il est syme´trique par rapport aux axes ξ et η. Alors les expressions des e´le´ments
se simplifient et deviennent comme suit :
Gε =
∫
S
1
r6

(η
2 + z2a)2 0 0
0 ξ2η2 0
0 0 ξ2z2a
+
ξ
2η2 0 0
0 (ξ2 + z2a)2 0
0 0 η2z2a
+
ξ
2z2a 0 0
0 η2z2a 0
0 0 (ξ2 + η2)2

 dξdη,
Gµ =
∫
S
1
r4

0 0 00z2a 0
0 0 η2
+
z2a0 00 0 0
0 0ξ2
+
η2 0 00 ξ20
0 0 0

 dξdη, (4.13)
H =
∫
S
1
r5

0−za(η2 + z2a)00 0 0
0 0 0
+
 0 00za(ξ2 + z2a)00
0 00
+
 0 −zaξ20zaη2 0 0
0 0 0

 dξdη.
A partir de ces expressions on peut dire que, si les dipoˆles sont dirige´s selon les trois directions
eˆx, eˆy et eˆy et que l’inclusion est die´lectrique et magne´tique (ou PEC), alors le rang de la matrice
G est la somme des rangs de Gµ et Gε. Le rang maximal de la matrice G est 6 ; il de´pend de la
direction des dipoˆles du re´seau et des caracte´ristiques de l’inclusion. En effet dans (4.13), on a vu
que Gµ s’exprime ge´ne´ralement comme somme de trois matrices. Lorsqu’on ne conside`re que la
polarisation verticale, Gµ s’e´crit alors uniquement avec une seule matrice : celle en ξ2 et η2 dont le
rang est clairement e´gal a` 2 et non a` 3 (d’ou` le rang de G e´gal a` 5 non a` 6).
Il a e´te´ montre´ [4] que, pour une sphe`re ou un ellipso¨ıde dont le semi-axe principal est selon
l’axe z centre´ a` l’origine, les valeurs singulie`res de A prennent l’expression suivante :
σj = |mj |Gjj,
ou` mj est l’e´le´ment diagonal du tenseur de polarisation ge´ne´ralise´ (rappelons que les re´seaux d’an-
tennes e´metteurs et re´cepteurs sont identiques) et les vecteurs singuliers sont les colonnes de la
matrice U suivante :
U = GG−1/2.
4.6 Comportement des valeurs singulie`res
On traite ici le cas d’une inclusion sphe´rique et die´lectrique de rayon 0,03 m = λ/20 centre´e
a` l’origine. Cette inclusion est e´claire´e par un re´seau d’e´metteurs/re´cepteurs de 21 × 21 dipoˆles
polarise´s verticalement selon l’axe z. Le re´seau est syme´trique par rapport l’axe z. Il est place´ a`
une distance h = 3 m par rapport a` l’origine du repe`re. L’espacement entre les dipoˆles est de λ/2.
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Effet de la permittivite´ : Tout d’abord, on fait varier la permittivite´ de l’inclusion. La figure
4.4 nous montre que les trois valeurs singulie`res non nulles croissent en fonction de la permittivite´.
1 2 3 4 5 6
100
101
ε/ε0
Figure 4.4 – Comportement des trois valeurs singulie`res en fonction de la permittivite´ relative d’une
sphe`re die´lectrique centre´e a` l’origine illumine´e par un re´seau de dipoˆles verticaux, (courbe ( – )) : λ1,
(courbe (◦)) : λ2 et (courbe (−−)) : λ3.
Pre´cisons que λ1 repre´sente la composante verticale (longitudinale) du moment dipolaire alors
que λ2 et λ3 repre´sentent les composantes transversales.
Notons que, comme pre´vu dans l’expression deGε dans l’e´quation (4.13), nous obtenons λ2 = λ3.
Ce comportement est duˆ a` la polarisation verticale du re´seau de dipoˆles, a` la syme´trie du re´seau
par rapport aux axes (ξ, η), et au fait que la sphe`re est centre´e par rapport au re´seau.
Effet du rayon : Dans la simulation de la figure 4.5, on fixe la permittivite´ de la sphe`re di-
e´lectrique a` 5ε0 et on fait varier le rayon de la sphe`re. La simulation nous montre que les valeurs
singulie`res augmentent en fonction du rayon. Dans le cas d’une sphe`re centre´e, nous avons vu ana-
lytiquement que les valeurs singulie`res s’expriment en fonction du tenseur de polarisation et des
inter-e´le´ments Gε. C’est ainsi que les valeurs singulie`res contiennent une information sur la taille
de l’inclusion.
Effet de l’enfouissement : Dans la simulation de la figure 4.6, on fait varier la hauteur d’une
sphe`re de rayon 0.03 = λ/20, en la gardant centre´e par rapport au re´seau de 21 × 21 dipoˆles
(x- = 0, y- = 0, z- variable). Cette inclusion est die´lectrique de permittivite´ 5ε0. On retrouve
que λ2 et λ3 sont e´gaux et que les trois valeurs singulie`res sont de´croissantes en fonction de la
profondeur h. Lorsque h < 6, 25λ, λ2 et λ3 sont infe´rieures a` λ1. Lorsque h = 6, 25λ, les trois
valeurs singulie`res s’intersectent et lorsque h > 6; .25λ, le comportement des valeurs singulie`res
s’inverse : λ2 et λ3 deviennent les valeurs dominantes. On observe aussi que lorsque la distance
entre la position de la sphe`re et le re´seau augmente, les valeurs singulie`res diminuent. Lorsqu’on
de´passe le point d’intersection, on observe que λ1 de´croˆıt plus rapidement que λ2 et λ3.
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Figure 4.5 – Comportement des trois valeurs singulie`res en fonction du rayon d’une sphe`re die´lectrique
centre´e a` l’origine illumine´e par un re´seau de dipoˆles verticaux, (courbe ( – )) : λ1, (courbe (◦)) : λ2 et
(courbe (−−)) : λ3.
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Figure 4.6 – Comportement des trois valeurs singulie`res en fonction de la profondeur h pour une sphe`re
die´lectrique centre´e a` l’origine illumine´e par un re´seau de dipoˆles verticaux, (courbe ( – )) : λ1, (courbe (◦)) :
λ2 et (courbe (−−)) : λ3.
Effet du de´placement late´ral : Jusqu’ici, nous avons toujours conside´re´ que la sphe`re e´tait
centre´e par rapport au re´seau de dipoˆles (i.e. x- = 0 et y- = 0). Nous nous proposons, maintenant,
d’e´tudier le cas ou` la sphe`re n’est plus centre´e. Dans cette simulation, on suppose que l’inclusion
est place´e a` une hauteur h = 3m. On fait de´placer l’inclusion transversalement selon l’axe y (en
gardant h = 3m et x- = 0) et on trace les trois valeurs singulie`res non nulles. A partir de la figure
4.7, nous remarquons tout d’abord que nous retrouvons que λ2 = λ3 lorsque la sphe`re est centre´e
(y = 0) puisque les courbes de λ2 et λ3 s’intersectent en y = 0. Nous remarquons que λ1 de´croˆıt
plus lentement que λ2 et λ3, ce qui fait que λ1 devient la valeur singulie`re la plus observable lorsque
la sphe`re est loin de l’ouverture du re´seau late´ralement. Notons ici que, puisque la sphe`re n’est plus
centre´e par rapport au re´seau, la valeur λ1 ne repre´sente plus la composante verticale du moment
dipoˆlaire.
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Figure 4.7 – Comportement des trois valeurs singulie`res en fonction de diffe´rentes positions de l’inclusion
sur l’axe y pour une sphe`re die´lectrique illumine´e par un re´seau de dipoˆles verticaux, (courbe ( ◦ )) : λ1,
(courbe (–)) : λ2 et (courbe (−−)) : λ3.
Cas de deux sphe`res : Ici, on conside`re deux inclusions sphe´riques die´lectriques aux positions
(-0,1 m ; 0 ; 0) et (0,1 m ; 0 ; 0) de meˆme rayon λ/20 et de meˆme permittivite´ ε1 = ε2 = 3ε0. Les
centres des deux sphe`res sont donc se´pare´s de λ/3. Ces sphe`res sont illumine´es par un re´seau de
13 × 13 dipoˆles verticaux. Ce re´seau est syme´trique par rapport a` l’axe z, et il est place´ a` une
hauteur h = 2λ. L’espacement entre les dipoˆles est de λ/2. On trace la distribution des valeurs
singulie`res non nulles de chaque sphe`re lorsqu’elle est conside´re´e isole´e, i.e., sans la pre´sence de
l’autre sphe`re. Puis, on trace la distribution des valeurs singulie`res non nulles du syste`me en tenant
compte de la pre´sence des deux sphe`res.
La figure 4.8 nous montre que les deux distributions des valeurs singulie`res non nulles de chaque
sphe`re isole´e sont identiques car les deux sphe`res sont syme´triques par rapport a` l’axe z du re´seau
qui est par ailleurs polarise´ verticalement. La distribution des valeurs singulie`res non nulles en
pre´sence des deux sphe`res nous donne bien six valeurs singulie`res. Mais il est inte´ressant de noter
que ces valeurs ne repre´sentent pas la somme des valeurs singulie`res associe´es a` chaque sphe`re
conside´re´e comme isole´e. D’ailleurs, les six valeurs singulie`res sont toutes diffe´rentes alors que l’on
pourrait s’attendre a` trouver ces valeurs e´gales par couple.
Si on compare maintenant les vecteurs singuliers, on se rend compte que les trois vecteurs
singuliers de chaque sphe`re conside´re´e isole´e ont la meˆme allure a` une syme´trie pre`s (voir Fig. 4.9 et
4.10 ). Les trois vecteurs singuliers du syste`me des deux sphe`res conside´re´es ensemble apparaissant
comme une combinaison des vecteurs singuliers de chaque inclusion se´pare´e (voir Fig. 4.11). Il
est inte´ressant de noter que ces trois premiers vecteurs singuliers ressemblent fortement aux trois
vecteurs singuliers associe´s a` une sphe`re centre´e au milieu des deux sphe`res conside´re´es ici. En effet,
la figure 4.12 repre´sente les trois vecteurs singuliers de cette sphe`re centre´e. Notons qu’une analyse
plus de´taille´e des vecteurs singuliers est pre´sente´e en annexe A
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Figure 4.8 – (A gauche en haut) la distribution des valeurs singulie`res non nulles d’une sphe`re die´lectrique
a` la position (-0,1 m ; 0 ; 0), (a` droite en haut) la distribution des valeurs singulie`res non nulles d’une sphe`re
die´lectrique a` la position (0,1 m ; 0 ; 0), (courbe en bas) la distribution des valeurs singulie`res non nulles en
pre´sence des deux sphe`res.
−1 0 1
−1.5
−1
−0.5
0
0.5
1
1.5
SV1
−1 0 1
−1.5
−1
−0.5
0
0.5
1
1.5
SV2
−1 0 1
−1.5
−1
−0.5
0
0.5
1
1.5
SV3
0.02
0.04
0.06
0.08
0.1
0.12
0.02
0.04
0.06
0.08
0.1
0.04
0.06
0.08
0.1
Figure 4.9 – Les trois vecteurs singuliers de la matrice MSR pour une sphe`re die´lectrique a` la position
(-0,1 m ; 0 ; 0).
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Figure 4.10 – Les trois vecteurs singuliers de la matrice MSR pour une sphe`re die´lectrique a` la position
(0,1 m ; 0 ; 0).
4.7 Champ re´tropropage´ en espace libre
D’apre`s le principe du retournement temporel, chaque vecteur propre de la matrice MSR repre´-
sente un ensemble de courants complexes qui, une fois applique´ aux dipoˆles e´metteurs, va produire
un champ qui converge vers la position de l’inclusion [10, 38]. Cette inclusion va diffracter le champ
rec¸u et va donc ge´ne´rer une tension induite sur les dipoˆles re´cepteurs. Ces tensions sont alors e´gales
a` V = TI = σI∗ donc des tensions induites e´gales aux conjugue´es des courants d’excitation a` un
coefficient σ pre´s (σ est la valeur singulie`re associe´e au vecteur singulier applique´).
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Figure 4.11 – Les six vecteurs singuliers de la matrice MSR en pre´sence des deux sphe`res die´lectriques
aux positions (-0.1 m ; 0 ; 0) et (0,1 m ; 0 ; 0).
−2 0 2
−3
−2
−1
0
1
2
3
SV1
−2 0 2
−3
−2
−1
0
1
2
3
SV2
−2 0 2
−3
−2
−1
0
1
2
3
SV3
0.01
0.02
0.03
0.04
0.05
0.06
0.07
0.01
0.02
0.03
0.04
0.05
0.06
0.07
0.02
0.03
0.04
0.05
0.06
Figure 4.12 – Les trois vecteurs singuliers de la matrice MSR en pre´sence d’une sphe`re die´lectrique
centre´e a` l’origine.
La convergence de´pend de l’ouverture du re´seau et aussi de l’espacement entre les dipoˆles (qui
ne devra pas eˆtre infe´rieur a` λ/2). La re´solution longitudinale est moins bonne que la re´solution
transversale de l’imagerie par champ re´tropropage´, dans la mesure ou` l’on ope`re avec un seul re´seau
(e´metteur/re´cepteur).
4.7.1 Inclusion die´lectrique
On conside`re ici une inclusion sphe´rique die´lectrique de rayon λ/20 et de permittivite´ relative 5.
Cette inclusion est a` la position (-0,15 m ; 0,15 m ; 0,175 m) et est illumine´e par un re´seau horizontal
de 21× 21 e´metteurs/re´cepteurs polarise´s selon l’axe z. L’espacement entre les dipoˆles est de λ/2.
Le re´seau est place´ a` une hauteur h = 3 m par rapport a` l’origine du repe`re.
Sur la figure 4.13, on repre´sente les valeurs singulie`res de la matrice MSR calcule´e par la formule
asymptotique du champ diffracte´. On distingue clairement trois valeurs singulie`res non nulles asso-
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cie´es a` trois vecteurs singuliers. On applique ces trois vecteurs singuliers au re´seau de dipoˆles puis
on trace dans le plan x = −0, 15 m (plan de coupe longitudinal) et aussi dans le plan z = 0, 175 m
(plan de coupe transversal) l’amplitude du champ e´lectrique rayonne´ lorsqu’on applique ces vecteurs
singuliers comme courants d’excitation du re´seau e´metteur.
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Figure 4.13 – La distribution des valeurs singulie`res normalise´es de la matrice MSR de dimension 441×441
calcule´es par la formule asymptotique pour une sphe`re die´lectrique de rayon λ/20 a` la position (-0,15 m ;
0,15 m ; 0,175 m).
Les figures 4.14 et 4.15 nous montrent que si l’on applique ces trois vecteurs singuliers, on
obtient visiblement une onde qui converge vers la position de la sphe`re diffractante.
Figure 4.14 – Amplitude du champ re´tropropage´ par nume´ro de valeur singulie`re selon les trois compo-
santes Ex, Ey et Ez (de haut en bas) dans le plan longitudinal x = −0, 15 m, pour le cas d’une inclusion
die´lectrique de rayon λ/20 centre´e a` la position (-0,15 m ; 0,15 m ; 0,175 m). La matrice MSR utilise´e a e´te´
calcule´e par la formule asymptotique.
On utilise la meˆme configuration mais cette fois-ci les donne´es de la matrice MSR sont calcule´es
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Figure 4.15 – Meˆmes re´sultats que Fig. 4.16, dans le plan transversal z = 0, 175 m.
par la me´thode CDM.
Les figures 4.16 et 4.17 nous montrent que l’onde converge vers la position de l’inclusion si l’on
applique les trois premiers vecteurs singuliers. (On verra plus loin dans ce chapitre que contrairement
a` la MSR calcule´e par la formule asymptotique, la MSR calcule´e en CDM donne plus que trois
valeurs singulie`res non nulles.)
Figure 4.16 – Meˆmes re´sultats que Fig. 4.14, la matrice MSR utilise´e ayant e´te´ calcule´e par la me´thode
CDM.
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Figure 4.17 – Meˆmes re´sultats que Fig. 4.16, dans le plan transversal z = 0, 175 m.
4.7.2 Inclusion magne´tique
Dans cette simulation, on conside`re la meˆme configuration que la simulation pre´cedente, en
changeant seulement les caracte´ristiques de l’inclusion. On suppose qu’elle est magne´tique de per-
me´abilite´ 5µ0 et non die´lectrique.
De la meˆme manie`re, le spectre de la figure 4.18 nous montre qu’on distingue deux valeurs
singulie`res non nulles. Le fait d’avoir deux valeurs singulie`res non nulles au lieu de trois a e´te´ de´ja`
explique´ : il est duˆ a` la polarisation verticale des dipoˆles (cf. section 4.5). Pour avoir l’image du
champ re´tropropage´, on applique les deux vecteurs singuliers qui correspondent a` ces deux valeurs
singulie`res non nulles au re´seau de dipoˆles e´metteurs ; on obtient aussi une onde qui converge vers
l’inclusion (voir Fig. 4.19 et 4.22).
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Figure 4.18 – La distribution des valeurs singulie`res de la matrice MSR de dimension 441× 441 calcule´e
par la formule asymptotique pour une sphe`re magne´tique de perme´abilite´ 5µ0.
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Figure 4.19 – Amplitude du champ re´tropropage´ par nume´ro de valeur singulie`re selon les trois compo-
santes Ex, Ey et Ez (de haut en bas) dans le plan longitudinal x = 0, pour le cas d’une inclusion magne´tique
de perme´abilite´ 5µ0. La matrice MSR a e´te´ calcule´e par la formule asymptotique.
Figure 4.20 – Meˆmes re´sultats que Fig. 4.19, dans le plan transversal z = 0, 175 m.
4.7.3 Inclusion die´lectrique-magne´tique
Dans cette simulation, on conside`re la meˆme configuration que la simulation pre´cedente, on
change seulement les caracte´ristiques de l’inclusion, on suppose qu’elle est die´lectrique et magne´tique
de permittivite´ 5ε0 et de perme´abilite´ 5µ0. A partir du spectre de la figure 4.21, on voit bien qu’on
distingue nettement cinq valeurs singulie`res non nulles, et non six car le re´seau est limite´ a` une
seule polarisation selon l’axe z.
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Figure 4.21 – La distribution des valeurs singulie`res de la matrice MSR de dimension 441× 441 calcule´e
par la formule asymptotique pour une sphe`re die´lectrique-magne´tique de permittivite´ 5ε0 et de perme´abilite´
5µ0.
Si on applique les cinq vecteurs singuliers comme courants d’excitation des dipoˆles e´metteurs,
alors le champ va converger vers la position de la sphe`re (voir Fig. 4.22 et 4.23).
Figure 4.22 – Amplitude du champ re´tropropage´ par nume´ro de valeur singulie`re selon les trois com-
posantes Ex, Ey et Ez (de haut en bas) dans le plan longitudinal x = 0, 15 m, pour le cas d’une inclusion
die´lectrique-magne´tique de permittivite´ 5ε0 et de perme´abilite´ 5µ0.
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Figure 4.23 – Meˆmes re´sultats que Fig. 4.22, dans le plan transversal z = 0, 175 m.
4.8 Reconstruction en espace libre
Commenc¸ons par un petit rappel de la me´thode MUSIC, mais cette fois l’analyse est simplifie´e
puisqu’on conside`re qu’il n’existe qu’une seule inclusion a` de´tecter. Pour une inclusion die´lectrique-
magne´tique la matrice MSR est de´finie comme suit
A = Gε,µMε,µ(Gε,µ)t.
Une fois que cette matrice est calcule´e, on la de´compose en valeurs singulie`res. Pour le cas
d’une inclusion die´lectrique, le nombre de valeurs singulie`res non nulles est s = 3. Pour le cas d’une
inclusion magne´tique, s = 2 si les dipoˆles e´metteurs et re´cepteurs sont polarise´s selon l’axe z. Dans
le cas ge´ne´ral, pour une inclusion magne´tique-e´lectrique, s = 6. Puis on effectue la de´tection de la
position de l’inclusion par l’algorithme MUSIC. On conside`re un cube de recherche maille´ dans la
zone d’investigation comme montre´ sur la figure 4.24. Pour de´tecter la position de l’inclusion, on
calcule, pour chaque point x du maillage du cube de recherche, la dyade de Green liant x a` chaque
dipoˆle e´metteur. La fonction d’estimation W (x) est alors de´finie par :
W (x) =
1∑N
i=s+1 |〈ui, (G · a)〉|2
(4.14)
ou` a ∈ C de dimension p ou` p = 3 ou 6 selon les caracte´ristiques de l’inclusion tel que G(x) · a '= 0.
Pre´cisons a` ce niveau, et avant de passer en revue nos diffe´rentes simulations, que la fre´quence
de travail utilise´e tout au long de ce chapitre est f = 500 MHz et que la longueur d’onde en espace
libre est alors λ = 0, 6 m. Tout le long de ce chapitre, l’analyse du spectre des matrices MSR, ainsi
4.8. Reconstruction en espace libre 101
x
y
h
z
Figure 4.24 – Reconstruction par l’algorithme MUSIC.
que les courbes isosurfaces de reconstructions des inclusions ont e´te´ re´alise´s graˆce a` l’application
MUSIC pre´sente´e en annexe B.
4.8.1 Inclusion sphe´rique die´lectrique
On conside`re une inclusion sphe´rique die´lectrique de rayon 0,03 m = λ/20 et de permittivite´
5ε0 en espace libre. Cette inclusion est centre´e a` la position (-0,15 m ; 0,15 m ; 0,175 m). On prend
un cube de recherche de taille [2λ; 2λ; 2λ]. A chaque point de ce cube on calcule la dyade de Green
observe´e par les N re´cepteurs. On prend un re´seau de 21 × 21 dipoˆles agissant a` la fois comme
e´metteurs et re´cepteurs polarise´s selon z. L’espacement entre les dipoˆles est de λ/2. Le re´seau est
syme´trique par rapport a` l’axe z, et est place´ a` une hauteur h = 3m par rapport au centre du
repe`re.
La figure 4.25 nous montre qu’on obtient trois valeurs singulie`res non nulles associe´es au sous-
espace signal. Les autres valeurs singulie`res sont associe´es au sous-espace bruit. On remarque qu’on
distingue bien la position de l’inclusion a` l’aide de l’algorithme MUSIC qui correspond a` une
projection sur le sous-espace bruit.
Comparaison entre MUSIC et champ re´tropropage´
Si on compare les deux images, cf. ci-apre`s, une obtenue par l’algorithme MUSIC et l’autre par
le champ re´tropropage´, on constate une diffe´rence au niveau de la re´solution. En effet, l’algorithme
MUSIC nous donne une re´solution meilleure que le champ re´etropropage´.
L’inclusion a` de´tecter est sphe´rique et die´lectrique. La figure 4.26 nous donne une comparaison
au niveau de la re´solution transversale des deux me´thodes : algorithme MUSIC et champ re´tropro-
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Figure 4.25 – (A droite) la distribution des valeurs singulie`res normalise´es de la matrice MSR de dimension
441 × 441 calcule´e par la formule asymptotique pour une sphe`re die´lectrique de rayon λ/20. (a` gauche)
Imagerie en 3D par l’algorithme MUSIC pour un isosurface de 20%.
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Figure 4.26 – (Courbe a` gauche) amplitude du champ re´tropropage´ Ex, Ey et Ez sur l’axe x, c-a`-d sur
un axe transversal, (courbe a` droite) estimateur MUSIC le long de l’axe x qui traverse le centre de la sphe`re.
La figure 4.27 compare la re´solution longitudinale et on observe que la me´thode MUSIC donne
nettement une meilleure re´solution notamment au niveau de la re´solution transversale.
Comparaison avec des donne´es CDM
Dans les simulations suivantes, on conside`re une inclusion die´lectrique sphe´rique de permittivite´
relative cinq. Cette inclusion est centre´e a` la position (-0,15 m ; 0,15 m ; 0,175 m) et est illumine´e
par un re´seau horizontal d’e´metteurs/re´cepteurs de 21 × 21 dipoˆles verticaux polarise´s selon l’axe
z. L’espacement entre les dipoˆles est de λ/2 comme usuel. Le re´seau est place´ a` une hauteur h = 3
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Figure 4.27 – (Courbe a` gauche) amplitude du champ re´tropropage´ Ex, Ey et Ez dans l’axe z c-a`-d sur
un axe longitudinal, (courbe a` droite) estimateur MUSIC le long de l’axe z qui traverse le centre de la sphe`re.
m par rapport a` l’origine du repe`re.
Remarque : Nous avons un re´seau de 21× 21 dipoˆles. Ce qui donne 441 dipoˆles. Ce nombre de
dipoˆles est largement suffisant pour de´tecter quelques petites inclusions avec le formalisme asymp-
totique qui donne trois ou six valeurs singulie`res par inclusion. Par contre, la me´thode CDM revient
a` discre´tiser chaque petite inclusion en plusieurs milliers de dipoˆles. Nous voulons ici insister sur le
fait que le nombre des dipoˆles CDM de´passe le nombre de dipoˆles du re´seau e´metteurs/re´cepteurs.
Si on prend en compte qu’a` chaque dipoˆle correspondent trois (voire six) valeurs singulie`res, alors
le nombre de dipoˆles du re´seau est insuffisant.
Cas d’une sphe`re de rayon λ/20 : La matrice MSR est obtenue a` partir du champ diffracte´
calcule´ par les deux me´thodes : asymptotique et CDM. Nous avons de´ja` compare´ la composante
verticale du champ e´lectrique diffracte´ calcule´ par la formule asymptotique a` celle de celui calcule´
par la me´thode CDM lorsque la sphe`re est de rayon λ/20 et on a obtenu des champs diffracte´s
quasi identiques (voir chapitre 3).
Maintenant, on va e´tudier si l’on obtient la meˆme distribution des valeurs singulie`res lorsque
la matrice MSR est forme´e par le champ diffracte´ calcule´ par chacune des deux me´thodes. La
figure 4.28 nous montre qu’a` partir des donne´es calcule´es par la formule asymptotique, on obtient
une distribution discontinue : en effet, on distingue nettement trois valeurs singulie`res non nulles
(le sous-espace signal), les autres valeurs singulie`res e´tant associe´es au sous-espace bruit. On peut
expliquer cette discontinuite´ par le fait que la formule asymptotique assimile la sphe`re a` un dipoˆle
rayonnant (ce sont les moments dipolaires induits qui pilotent le rayonnement). Les trois vecteurs
singuliers associe´s a` ces trois valeurs singulie`res contiennent une information sur la position de la
sphe`re.
A partir des donne´es CDM, la de´composition en valeurs singulie`res nous donne une distribution
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Figure 4.28 – La distribution des valeurs singulie`res normalise´es de la matrice MSR de dimension 441×441
pour une sphe`re die´lectrique de rayon λ/20. (A gauche) a` partir des donne´es asymptotiques et (a` droite) a`
partir des donne´es CDM.
plus ou moins continue. Ceci peut eˆtre explique´ par le fait, comme mentionne´ ci-dessous, que
l’objet est discre´tise´ en petits e´le´ments cubiques et que, en conse´quence, chaque e´le´ment repre´sente
un dipoˆle qui va rayonner selon ses trois moments dipolaires induits. Vu la continuite´ du spectre,
nous nous retrouvons face a` la difficulte´ du choix du nombre de valeurs singulie`res repre´sentant le
sous-espace signal contrairement a` la me´thode asymptotique.
Nous allons donc essayer d’abord avec les 35 valeurs singulie`res que l’on peut distinguer visuel-
lement sur le spectre (voir Fig. 4.28) puis uniquement avec les trois premie`res valeurs singulie`res
du premier palier. Le re´sultat de MUSIC est une fonction d’estimation e´value´e sur tous les points
du maillage de notre cube de recherche.
On s’inte´resse aux re´gions de l’espace d’investigation ou` la fonction W atteint son maximum
absolu ou relatif. Nous allons utiliser l’appellation « isosurface » pour de´signer la repre´sentation
graphique 3D de l’enveloppe (surface) des points x du cube de recherche a` l’inte´rieur de laquelle
les valeurs prises par W (x) sont supe´rieures ou` e´gales a` un pourcentage de la valeur du maximum
absolu. Par exemple lorsque nous parlons « d’isosurface a` 20% » cela veut dire l’ensemble des points
x du cube de recherche tels que W (x) ≥ 20% de max(W (x)) cube de recherche.
La figure 4.29 nous montre trois isosurfaces a` 20%. La premie`re est base´e sur les donne´es
asymptotiques en prenant en compte les trois valeurs singulie`res non nulles, la deuxie`me et la
troisie`me isosurfaces sont obtenues a` partir des donne´es CDM avec respectivement 3 et 35 valeurs
singulie`res. Toutes choses conside´ree´s, ces isosurfaces sont tre`s semblables.
Ajoutons un bruit gaussien de 10dB de signal a` bruit a` la matrice MSR pour pre´ciser le com-
portement de la distribution des valeurs singulie`res. On trace la distribution des valeurs singulie`res
de la matrice MSR bruite´e. La figure 4.30 nous montre que les valeurs singulie`res du sous-espace
bruit posse`dent maintenant des valeurs nume´riques plus grandes et qu’on obtient des distributions
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Figure 4.29 – Imagerie en 3D avec une isosurface de 20%. (En haut a` gauche) donne´es asymptotiques
avec 3 valeurs singulie`res, (en haut a` droite) donne´es CDM en utilisant les 3 premie`res valeurs singulie`res et
(en bas) donne´es CDM en utilisant 35 valeurs singulie`res (cf. Fig. 4.28).
des valeurs singulie`res identiques, distinguant seulement trois valeurs singulie`res non nulles pour
les deux me´thodes, CDM et asymptotique. Donc, parmi les 35 valeurs singulie`res de la matrice
MSR non bruite´e calcule´e par CDM, seules les trois valeurs singulie`res dominantes ont « re´siste´ »
au bruit ajoute´.
Sur la figure 4.31, on observe la de´tection de la position de la sphe`re par l’imagerie MUSIC. Les
deux images en 3D obtenues par les deux me´thodes sont identiques (elles sont obtenues avec une
isosurface de 20% en utilisant les seules trois valeurs singulie`res non nulles).
Cas d’une sphe`re de rayon λ/10 : Inte´ressons-nous a` un plus grand rayon, en conside´rant que
la sphe`re est de rayon 0.06 m = λ/10. Nous rappelons que la comparaison du champ e´lectrique
diffracte´ par une sphe`re de rayon λ/10 calcule´ par les deux me´thodes (CDM et asymptotique) nous
donne des re´sultats voisins avec une erreur sur la partie re´elle de 11, 37% et sur la partie imaginaire
de 10, 71% pre`s, (par rapport a` l’amplitude, l’erreur est de 3, 64%).
La distribution des valeurs singulie`res normalise´es a` partir des donne´es asymptotiques et CDM
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Figure 4.30 – La distribution des valeurs singulie`res normalise´es de la matrice MSR de dimension 441×441
pour une sphe`re die´lectrique de rayon λ/20 avec un rapport signal sur bruit de 10dB. (A gauche) a` partir
des donne´es asymptotiques et (a` droite) a` partir des donne´es CDM.
Figure 4.31 – Imagerie en 3D avec une isosurface de 20% en utilisant les 3 premie`res valeurs singulie`res.
(A gauche) les donne´es asymptotiques et (a` droite) les donne´es CDM (cf. Fig. 4.30).
pour une sphe`re de rayon λ/10, en ajoutant dans la matrice MSR un bruit de rapport signal a`
bruit de 10 dB, est repre´sente´e Sur la figure 4.34. De la meˆme manie`re que pour le cas d’une sphe`re
de rayon λ/20, on obtient deux distributions de valeurs singulie`res identiques ou` l’on distingue
nettement trois seules valeurs singulie`res non nulles.
Si on applique la me´thode d’imagerie MUSIC en 3D, on obtient alors deux images identiques
avec une isosurface de 20% en utilisant les 3 valeurs singulie`res non nulles (voir Fig. 4.35). Comme
pre´ce´dement, l’introduction de bruit « e´galise » comple´tement les re´sultats. On se re´fe`rera aux
figures 4.34 et 4.35.
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Figure 4.32 – La distribution des valeurs singulie`res normalise´es de la matrice MSR de dimension 441×441
pour une sphe`re die´lectrique de rayon λ/10. (A gauche) a` partir des donne´es asymptotiques et (a` droite) a`
partir des donne´es CDM.
Figure 4.33 – Imagerie en 3D avec une isosurface de 20%. (A gauche) donne´es asymptotiques avec 3
valeurs singulie`res, (a` droite) donne´es CDM avec 45 valeurs singulie`res (cf . Fig. 4.32).
4.8.2 Inclusion magne´tique
On conside`re une sphe`re magne´tique de rayon 0,03 m = λ/20 et de perme´abilite´ 5µ0. On trace
sur la figure 4.36 la distribution des valeurs singulie`res de la matrice MSR non bruite´e calcule´e par
la formule asymptotique. On distingue deux valeurs singulie`res non nulles associe´es a` deux vecteurs
singuliers. On applique la me´thode d’imagerie MUSIC en utilisant ces deux valeurs singulie`res. La
position de la sphe`re est effectivement bien de´tecte´e.
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Figure 4.34 – La distribution des valeurs singulie`res avec introduction de rapport signal sur bruit de 10
dB dans la matrice MSR de dimension 441× 441 pour une sphe`re die´lectrique de rayon λ/10. (A gauche) a`
partir des donne´es asymptotiques et (a` droite) a` partir des donne´es CDM.
Figure 4.35 – Comme en Fig. 4.31 avec introduction de bruit de rapport signal sur bruit de 10dB dans
la matrice MSR (a` gauche) donne´es asymptotiques avec 3 premie`res valeurs singulie`res et (a` droite) donne´es
CDM avec 3 valeurs singulie`res (cf. Fig. 4.34).
4.8.3 Inclusion sphe´rique die´lectrique et magne´tique
On conside`re une inclusion sphe´rique die´lectrique-magne´tique de rayon 0,03 m = λ/20, de
permittivite´ 5ε0 de perme´abilite´ 5µ0 telle qu’illustre´e sur la figure 4.37. La distribution des valeurs
singulie`res de la matrice MSR non bruite´e calcule´e par la formule asymptotique permet de distinguer
deux valeurs singulie`res non nulles associe´es a` deux vecteurs singuliers. On applique la me´thode
d’imagerie MUSIC en utilisant ces deux valeurs singulie`res et on de´tecte la position de la sphe`re.
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Figure 4.36 – (A gauche) la distribution des valeurs singulie`res normalise´es de la matrice MSR de
dimension 441 × 441 pour une sphe`re magne´tique de rayon λ/20 calcule´e par la formule asymptotique. (A
droite) imagerie en 3D par l’algorithme MUSIC avec une isosurface de 20%.
1 25 50 7510
−20
10−15
10−10
10−5
100
Numéro de la valeur singulière
log
10
(σ
j)
Figure 4.37 – (A gauche) La distribution des valeurs singulie`res normalise´es de la matrice MSR de
dimension 441 × 441 pour une sphe`re die´lectrique-magne´tique de rayon λ/20 avec un re´seau de dipoˆles
polarise´s verticalement a` partir des donne´es asymptotiques, (a` droite) l’imagerie MUSIC avec une iso-surface
de 20%.
4.8.4 Inclusion ellipso¨ıdale
On conside`re une inclusion ellipso¨ıdale die´lectrique a` la position (-0,15 m ; 0,15 m ; 0,175 m), de
permittivite´ 5ε0 et de semi-axes (0,06 m ; 0,03 m ; 0,02 m) = (λ/10,λ/20,λ/30), cf. Fig. 4.38.
On trace la distribution des valeurs singulie`res normalise´es a` partir des donne´es asymptotiques et
CDM pour un ellipso¨ıde die´lectrique. On obtient deux distributions de valeurs singulie`res diffe´rentes
ou` l’on distingue nettement 3 valeurs singulie`res non nulles a` partir des donne´es asymptotiques alors
que le spectre des donne´es CDM fournit 40 valeurs singulie`res non nulles.
La figure 4.39 nous montre trois isosurfaces a` 20%. La premie`re est base´e sur les donne´es
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Figure 4.38 – La distribution des valeurs singulie`res normalise´es de la matrice MSR de dimension 441×441
pour un ellipso¨ıde de semi-axes (λ/10,λ/20,λ/30). (A gauche) a` partir des donne´es asymptotiques et (a`
droite) a` partir des donne´es CDM.
asymptotiques en prenant en compte les 3 valeurs singulie`res non nulles, la deuxie`me et la troisie`me
isosurfaces sont obtenues a` partir des donne´es CDM avec respectivement 3 et 40 valeurs singulie`res.
4.8.5 De´termination de l’orientation de l’inclinaison d’un ellipso¨ıde
Une fois que la position de l’inclusion est retrouve´e en appliquant la me´thode d’imagerie MUSIC,
nous de´plac¸ons une ligne d’antennes horizontalement de fac¸on a` la centrer au-dessus de l’inclusion.
Nous re´alisons une se´rie de mesures en effectuant a` chaque fois une rotation du re´seau de dipoˆles de
fac¸on a` balayer les angles possibles (de 0 a` pi). Puis en e´tudiant la variation de la valeur singulie`re
dominante de la matrice multistatique en fonction de l’angle de rotation du re´seau, nous arrivons
a` de´terminer l’angle d’inclinaison de l’ellipso¨ıde enfoui [11] 1.
On conside`re dans les simulations suivantes une ligne d’antennes de 21 dipoˆles avec une po-
larisation croise´e selon l’axe x et l’axe y. La ligne d’antennes est syme´trique par rapport a` l’axe
z, place´e paralle`lement a` l’axe x. Cette ligne d’antennes est e´loigne´ de l’origine du repe`re de 5λ.
L’espacement entre les dipoˆles est λ/2. L’ellipso¨ıde est centre´ a` l’origine. Il posse`de une permittivite´
de 5ε0. On fait tourner l’ellipso¨ıde selon les angles de rotation φ (angle de rotation autour de l’axe
z) et θ (angle entre le semi-axe et l’axe z).
Ellipso¨ıde allonge´ :
Ici, on conside`re que l’ellipso¨ıde est allonge´ selon l’axe z et qu’il posse`de comme semi-axes (0,01
1. Nous avons de´tecte´ dans cet article de Chambers et Berryman une faute au niveau de tableau 1 dans le cas
d’une aiguille die´lectrique
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Figure 4.39 – Imagerie en 3D avec une iso-surface de 20% d’un ellipso¨ıde die´lectrique, (en haut a` gauche)
des donne´es asymptotiques avec 3 valeurs singulie`res et (en haut a` droite) des donne´es CDM avec trois
valeurs singulie`res, (en bas) des donne´es CDM avec 35 valeurs singulie`res (cf. Fig. 4.38).
m ; 0,01 m ; 0,03 m), cf. Fig. 4.40.
z
x φ
θ
y
Figure 4.40 – De´termination de l’orientation d’un ellipso¨ıde allonge´.
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Dans la simulation re´sume´e figure 4.41, on trace les trois valeurs singulie`res non nulles en fonction
de φ, en fixant l’angle θ = pi/4. On observe que lorsque la premie`re valeur singulie`re atteint un
maximum, la deuxie`me valeur singulie`re atteint un minimum, et la troisie`me valeur singulie`re est
tre`s petite. Cet e´tat est atteint a` chaque fois que l’ellipso¨ıde allonge´ est oriente´ paralle`lement a` la
ligne d’antennes.
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Figure 4.41 – Comportement des 3 valeurs singulie`res en fonction de φ pour le cas d’un ellipso¨ıde allonge´
de semi-axes (λ/60;λ/60;λ/20) incline´ selon θ d’un angle pi/4.
Maintenant, on fait varier les deux angles de rotation θ et φ. La figure 4.42 nous montre que
lorsque la ligne d’antennes et l’ellipso¨ıde allonge´ sont oriente´s paralle`lement, la premie`re valeur
singulie`re atteint un maximum, la deuxie`me valeur singulie`re atteint un maximum, et la troisie`me
valeur singulie`re est tre`s petite.
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Figure 4.42 – Comportement des trois valeurs singulie`res en fonction de θ et φ pour un ellipso¨ıde allonge´.
Ellipso¨ıde aplati :
Dans cette simulation, on conside`re que l’ellipso¨ıde est un ellipso¨ıde aplati de semi-axes (0,03
m ; 0,03 m ; 0,01 m), cf. Fig. 4.43.
Tout d’abord, on trace les trois valeurs singulie`res en fonction de φ, en fixant l’angle θ = pi/4.
Sur la figure 4.43 on constate que lorsque la premie`re valeur singulie`re atteint un maximum, la
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Figure 4.43 – De´termination de l’orientation d’un ellipso¨ıde aplati de semi-axes (λ/20;λ/20;λ/60).
deuxie`me valeur singulie`re atteint un minimum, et la troisie`me valeur singulie`re est tre`s petite. Ce
cas correspond a` la configuration ou` la ligne d’antennes et l’ellipso¨ıde aplati sont oriente´s paralle`-
lement.
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Figure 4.44 – Comportement des 3 valeurs singulie`res en fonction de φ pour le cas d’un ellipso¨ıde aplati
de semi-axes (λ/20;λ/20;λ/60) incline´ selon θ d’un angle pi/4.
Dans la simulation de la figure 4.45, on fait varier les deux angles de rotation θ et φ. On obtient
que lorsque la premie`re valeur singulie`re atteint un maximum, la deuxie`me valeur singulie`re atteint
un minimum, et la troisie`me valeur singulie`re est tre`s petite. Dans ce cas, la ligne d’antennes et
l’ellipso¨ıde aplati sont oriente´s paralle`lement.
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Figure 4.45 – Comportement des trois valeurs singulie`res en fonction de θ et φ pour un ellipso¨ıde aplati.
4.8.6 Super-localisation pour le cas de deux sphe`res couple´es
Dans les simulations suivantes, on conside`re deux sphe`res die´lectriques place´es sur l’axe hori-
zontal x, la position de la sphe`re 1 est (-x ; 0 ; 0) et la position de la sphe`re 2 est (x ; 0 ; 0). Ces deux
sphe`res sont de meˆme rayon λ/20 et de meˆme permittivite´ ε1 = ε2 = 3ε0. Elles sont illumine´es par
un re´seau line´aire horizontal de 13 × 13 dipoˆles polarise´s verticalement. Ce re´seau est syme´trique
par rapport a` l’axe z, et est place´ a` une hauteur h = 2λ par rapport aux positions des deux sphe`res.
L’espacement entre les dipoˆles est de λ/2.
Pour appliquer la me´thode d’imagerie MUSIC, il faut, tout d’abord, analyser la distribution des
valeurs singulie`res. Si on suppose que la matrice MSR est obtenue via le champ diffracte´ par les
deux sphe`res couple´es dont les centres sont se´pare´s d’une distance d = λ/9 calcule´ par la formule
asymptotique sans ajouter un bruit gaussien, on distingue alors six valeurs singulie`res non nulles
qui correspondent au sous-espace signal, voir Fig. 4.46.
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Figure 4.46 – La distribution des valeurs singulie`res de la matrice MSR non bruite´e dans le cas de deux
sphe`res die´lectriques pour d = λ/9 (donne´es asymptotiques).
Notons qu’a` chaque sphe`re die´lectrique correspondent 3 valeurs singulie`res non nulles [4]. Il suffit
alors de tracer la fonction W (x) a` chaque point du maillage du cube de recherche pour de´tecter
la position de chaque sphe`re. Ici, on conside`re que le cube est de taille [2λ × 2λ × 2λ], et qu’il est
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centre´ par rapport a` l’origine, avec un maillage de taille λ/10.
La figure 4.47 nous montre, a` premie`re vue, qu’on obtient une seule tache alors qu’on s’attend
a` en obtenir deux. Mais, si on effectue un zoom sur la position estime´e avec un plus petit cube de
recherche de [λ/4×λ/4×λ/4] et donc en utilisant un maillage ayant un plus petit pas de λ/80, de
cette manie`re on obient bien deux taches indiquant une estimation exacte de la position des centres
des deux sphe`res.
Figure 4.47 – Imagerie en 3D par MUSIC (isosurface 60 %) de deux sphe`res couple´es pour d = λ/9 en
utilisant 6 valeurs singulie`res.
Pour prendre en compte la diffraction multiple entre deux sphe`res couple´es dans un milieu
homoge´ne on peut soit calculer un nouveau tenseur de polarisation via une approche base´e sur le
syste`me de coordonne´es bisphe´riques, soit utiliser le mode`le Foldy-Lax. Il est tout a fait le´gitime de
se demander si la prise en compte du couplage entre les deux sphe`res va ame´liorer la re´solution de
l’imagerie. Pour bien analyser ce point, nous avons compare´ les valeurs de la fonction d’estimation
W (x) le long de l’axe des x (qui traverse les centres des deux sphe`res) calcule´es avec et sans prendre
en compte l’effet du couplage. La figure 4.48 montre qu’on obtient trois courbes identiques. Donc la
prise en compte de l’effet du couplage dans le calcul de la matrice MSR n’ame´liore pas la re´solution
de l’imagerie MUSIC comme de´ja` indique´ dans [8]. D’ailleurs, signalons qu’on obtient la meˆme
distribution des valeurs singulie`res.
On vient de voir que la prise en compte de l’effet du couplage n’ame´liore pas la re´solution de
l’imagerie. Maintenant, on va e´tudier l’effet d’un bruit additif sur la re´solution. Si on ajoute un
bruit gaussien dans la matrice MSR, on remarque que lorsque les deux sphe`res sont tre`s proches et
lorsque le rapport signal a` bruit est de petite valeur, on distingue seulement trois valeurs singulie`res
non nulles au lieu de six et l’estimateur MUSIC atteint un maximum a` une seule position entre les
centres des deux sphe`res.
Ceci est illustre´ sur la figure 4.49, ou` l’on constate que, pour une distance entre les centres
des deux sphe`res de d = λ/9, et sans aucun bruit on de´tecte avec pre´cision les positions des deux
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Figure 4.48 – Imagerie de deux sphe`res couple´es pour d = λ/9. Courbe de l’estimateur MUSIC le long
de l’axe x qui traverse les centres des deux sphe`res avec et sans prendre l’effet du couplage : coordonne´es
bisphe´riques (o), mode`le Foldy-Lax (×) et sans couplage (—).
sphe`res, mais lorsqu’on ajoute du bruit de rapport signal a` bruit de 20 dB, de 10 dB et de 5 dB,
on ne distingue plus deux positions mais une seule. La position de´tecte´e est dans l’intervalle entre
les centres des deux sphe`res. A partir d’une distance entre les deux sphe`res supe´rieure a` λ/4, et
meˆme en ajoutant un bruit important entre 5 dB et 20 dB a` la matrice MSR, on distingue bien la
position de chaque sphe`re.
Nous avons trace´ la courbe de l’estimateur MUSIC le long de l’axe x qui traverse les centres des
deux sphe`res pour diffe´rents niveaux de bruit. Dans la simulation de la figure 4.50, on trace l’esti-
mateur MUSIC en 3 D, en prenant le cas de deux sphe`res de meˆme rayon et de meˆme permittivite´,
se´pare´es par une distance entre les centres de d = λ/9 et en introduisant un bruit additif de 10 dB
dans la matrice MSR. On obtient que la position estime´e correspond exactement au milieu.
Les re´sultats pre´ce´dents peuvent eˆtre comple´te´s par ceux de la figure 4.51. Ici, la permittivite´
de la sphe`re 2 (a` droite) a e´te´ augmente´e a` ε2 = 4ε0 et la permittivite´ de la sphe`re 1 (a` gauche) a
e´te´ diminue´e a` ε1 = 2ε0. Les donne´es bruite´es (ici 5dB) font que l’algorithme MUSIC ne de´tecte
qu’un seul diffracteur centre´ quelque part dans l’intervalle entre les deux positions re`elles, et il est
clairement plus proche de la sphe`re qui posse`de la plus grande permittivite´. Les re´sultats de cette
simulation confirment aussi les remarques de´ja` formule´es dans [4].
Comparaison avec les donne´es CDM pour le cas de deux sphe`res couple´es
On conside`re deux sphe`res die´lectriques aux positions (-0,075 m ; 0 ; 0,175 m) et (0,075 m ;
0 ;0,175 m) de meˆme rayon λ/20 et de diffe´rentes permittivite´s 5ε0 et 3ε0. Ces deux sphe`res sont
illumine´es par un re´seau horizontal e´metteurs/re´cepteurs de 21×21 dipoˆles polarise´s verticalement.
Ce re´seau est syme´trique par rapport a` l’axe z. Il est place´ a` une distance h = 3 m par rapport a`
l’origine du repe`re. L’espacement entre les dipoˆles est de λ/2.
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Figure 4.49 – Imagerie de deux sphe`res pour d = λ/9 (en haut a` gauche), λ/4 (en haut a` droite), λ/2
(en bas a` gauche) and λ (en bas a` droite). Courbe de l’estimateur MUSIC le long de l’axe x qui traverse les
centres des deux sphe`res pour diffe´rents niveaux de bruit. (courbe en trait continu fort) : sans bruit, (courbe
en trait Continu fin ) : un bruit de 20 dB, (courbe en trait interrompu) : un bruit de 10dB, (courbe en trait
mixte) : un bruit de 5 dB.
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Figure 4.50 – Imagerie par la me´thode MUSIC (isosurface 60% ) avec un bruit de 10 dB en utilisant les
trois valeurs singulie`res.
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Figure 4.51 – Comme en Fig. 4.49 pour deux sphe`res couple´es de diffe´rentes permittivite´s ε1 = 2ε0
(sphe`re a` gauche) et ε1 = 4ε0 (sphe`re a` droite), pour d = λ/9.
Dans la simulation de la figure A.8, on trace la distribution des valeurs singulie`res normalise´es
de la matrice MSR calcule´e a` partir des donne´es asymptotiques et CDM. A partir des donne´es
asymptotiques, on distingue 6 valeurs singulie`res non nulles. Mais a` partir des donne´es CDM, le
nombre des valeurs singulie`res significatives n’est pas toujours facile a` de´terminer. Lorsque les
valeurs singulie`res se stabilisent, les valeurs restantes sont d’habitude contamine´es avec un certain
niveau de bruit et sont donc inutiles. A partir de la valeur 50, la distribution des valeurs singulie`res
devient constante, donc les 49 valeurs singulie`res peuvent eˆtre conside´re´es comme e´tant les valeurs
significatives.
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Figure 4.52 – La distribution des valeurs singulie`res normalise´es de la matrice MSR de dimension 441×441
pour deux sphe`res die´lectriques de meˆme rayon λ/20 et de diffe´rentes permittivite´s (5ε0, 3ε0). (A gauche) a`
partir des donne´es asymptotiques et (a` droite) a` partir des donne´es CDM.
Une fois que le nombre des valeurs singulie`res a e´te´ fixe´, on trace l’estimateur MUSIC le long
de l’axe x qui traverse les centres des deux sphe`res a` partir des donne´es CDM et asymptotiques.
La figure 4.53 nous montre qu’on de´tecte la position de chacune des deux sphe`res dans les deux
cas. On constate qu’on obtient deux images presque identiques dans lesquelles on peut distinguer
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facilement la sphe`re la plus diffractante (a` gauche) qui a une permittivite´ plus grande que la sphe`re
a` coˆte´.
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Figure 4.53 – Imagerie de deux sphe`res de meˆme rayon λ/20 et de diffe´rentes permittivite´s (5ε0, 3ε0) a`
partir des donne´es asymptotiques et CDM pour d = λ/4. Courbe de l’estimateur MUSIC le long de l’axe
x qui traverse les centres des deux sphe`res. (Courbe en trait continu fort) a` partir des donne´es CDM, en
utilisant les 50 premie`res valeurs singulie`res, (courbe en trait continu fin) a` partir des donne´es asymptotiques,
en utilisant les 6 premie`res valeurs singulie`res.
Nous avons pris 50 valeurs singulie`res pour obtenir l’image des deux sphe`res. Si on prend 8
valeurs singulie`res non nulles au lieu de 50, on observe sur la figure 4.54 qu’il y a une difficulte´
pour distinguer la position des deux sphe`res. A partir de 9 valeurs singulie`res non nulles, on peut
distinguer la position de chaque sphe`re.
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Figure 4.54 – Imagerie de deux sphe`res de meˆme rayon λ/20 et de diffe´rentes permittivite´s (5ε0 et 3ε0) a`
partir des donne´es asymptotiques et CDM pour d = λ/4. Courbe de l’estimateur MUSIC le long de l’axe x
qui traverse les centres des deux sphe`res. (Courbe en trait continu fort) a` partir des donne´es CDM, (a` gauche)
en utilisant les 8 premie`res valeurs singulie`res, et (a` droite) en utilisant les 9 premie`res valeurs singulie`res,
(courbe en trait continu fin) a` partir des donne´es asymptotiques, en utilisant les 6 valeurs singulie`res.
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Si l’on introduit dans la matrice MSR un premier niveau de bruit tel que le rapport signal a`
bruit soit 20dB, la figure 4.55 nous montre que les courbes de l’estimateur MUSIC le long de l’axe
x (qui traverse donc les centres des deux sphe`res) calcule´es par les deux me´thodes en utilisant les
6 valeurs singulie`res non nulles sont identiques. On ne peut plus distinguer la position de chaque
sphe`re mais l’on ne de´tecte qu’une seule position, proche de la sphe`re de plus grande permittivite´.
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Figure 4.55 – (A gauche) La distribution des valeurs singulie`res normalise´es de la matrice MSR avec un
bruit de 20dB de signal sur bruit obtenue a` partir les donne´es asymptotiques et CDM pour deux sphe`res
die´lectriques de meˆme rayon λ/20 et de diffe´rentes permittivite´s (5ε0, 3ε0) : (courbe (◦)) a` partir des donne´es
CDM, (courbe (×)) a` partir des donne´es asymptotiques. (A droite) Courbe de l’estimateur MUSIC le long
de l’axe x qui traverse les centres des deux sphe`res, (courbe (◦)) a` partir des donne´es CDM, en utilisant les 6
premie`res valeurs singulie`res, (courbe (—)) a` partir des donne´es asymptotiques, en utilisant les 6 premie`res
valeurs singulie`res.
4.9 Reconstructions des objets e´tendus
Dans les simulations suivantes, on conside`re une sphe`re die´lectrique centre´e a` la position (-0,15
m ; 0,15 m ; 0,175 m) de rayons successifs 0.09 m (15% de λ), 0, 12 m (20% de λ), 0.18 m (30% de
λ) et 0, 24 m (40% de λ) et de meˆme permittivite´ 5ε0. La figure 4.56 nous montre que plus l’objet
est e´tendu plus la distribution des valeurs singulie`res devient complique´e et de´croˆıt plus lentement.
Pour appliquer la me´thode d’imagerie MUSIC, le choix du nombre de valeurs singulie`res signi-
ficatives n’est pas toujours facile a` faire. Lorsque les valeurs singulie`res se stabilisent, le reste des
valeurs singulie`res est ge´ne´ralement contamine´ avec beaucoup de bruit et elles ne sont donc pas
utiles. La figure 4.57 nous montre que lorsque le rayon de la sphe`re est de 0, 09 m (15% de λ),
on distingue bien la position de la sphe`re avec une isosurface de 1% en utilisant les 55 premie`res
valeurs singulie`res non nulles au dela` desquelles les valeurs singulie`res se stabilisent a` 10−14, donc le
nombre de valeurs singulie`res non nulles devait eˆtre 54. Lorsque la sphe`re est de rayon 0, 12 m (20%
de λ), on de´tecte toujours la position de la sphe`re en utilisant les 60 valeurs singulie`res non nulles.
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Figure 4.56 – La distribution des valeurs singulie`res pour des rayons successifs (en haut a` gauche) 0, 09
m = 15%λ, (en haut a` droite) 0.12 m = 20%λ, (en bas a` gauche) 0, 18 m = 30%λ et (en bas a` droite) 0, 24
m = 40%λ.
Lorsque la sphe`re devient de rayon 0, 18 m (30% de λ), on commence a` distinguer une information
sur la taille de l’objet en utilisant les 74 premie`res valeurs singulie`res non nulles. Lorsque la sphe`re
est de rayon 0, 24 m (40% de λ), on obtient a` priori une information sur la ge´ome´trie de l’objet
[40, 57, 32].
Jusqu’ici, les re´sultats d’imagerie en 3D ci-dessous par la me´thode MUSIC sont obtenus par
la matrice MSR sans ajouter de bruit additif. Maintenant, on introduit un bruit gaussien additif
de 10 dB dans la matrice MSR pour chaque configuration. A partir de la figure 4.58, on constate
que le niveau du sous-espace bruit augmente et qu’on ne distingue plus les meˆmes distributions
des valeurs singulie`res que dans les simulations pre´ce´dentes. On remarque que le nombre de valeurs
singulie`res significatives diminue. En effet, pour le cas d’une sphe`re de rayon 0, 09 = 15%λ et
de rayon 0, 12 = 20%λ, on distingue seulement trois valeurs singulie`res non nulles au lieu de
respectivement 54 et 60. Pour le cas d’une sphe`re de rayon 0, 18 = 30%λ, on distingue cinq valeurs
non nulles au lieu de 74, et neuf valeurs pour le cas d’une sphe`re de rayon 0, 24 = 40%λ au lieu de
86.
Si l’on applique l’algorithme MUSIC base´ sur ces matrices MSR bruite´es, on distingue toujours
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Figure 4.57 – Imagerie en 3D par l’algorithme MUSIC (1% isosurface) pour de rayons successifs (en haut
a` gauche) 15%λ en utilisant les 54 valeurs singulie`res non nulles, (en haut a` droite) 20%λ en utilisant les 60
valeurs singulie`res non nulles, (en bas a` gauche) 30%λ en utilisant les 74 valeurs singulie`res non nulles et (en
bas a` droite) 40%λ en utilisant les 86 valeurs singulie`res non nulles (cf. Fig. 4.56).
une information sur la position de l’inclusion pour chaque cas, voir Fig. 4.59.
4.10 Analyse des valeurs singulie`res et des vecteurs singuliers en
demi-espace
Dans un syste`me de coordonne´es carte´siennes, on suppose que le dipoˆle vertical j est centre´ a`
la position rj = xˆrj,x+ yˆrj,y+ zˆh = rj,s+ zˆh, ou` h > 0 et que l’inclusion D est centre´e a` la position
x- = xs,- + zˆx-, x- < 0, (voir Fig. 4.60). Dans le cas d’une inclusion die´lectrique et magne´tique
avec µ- '= µ− et ε- '= ε− la matrice A est de´finie comme suit :
A = G(x-)MG(x-)
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Figure 4.58 – La distribution des valeurs singulie`res de la matrice MSR avec un bruit de 10 dB de rapport
signal sur bruit pour de rayons successifs (en haut a` gauche) 0, 09 = 15%λ, (en haut a` droite) 0, 12 = 20%λ,
(en bas a` gauche) 0, 18 = 30%λ et (en bas a` droite) 0, 24 = 40%λ).
ou` M = diag(Mε,Mµ) et G(x-) = [Gε,Gµ] (x-). Le produit inter-e´le´ments G(x-) est donne´ par
G(x-) = [G(x-)]tG(x-) =
[
Gε H
H∗Gµ
]
(4.15)
ou` les e´le´ments Gε, Gµ et H de G sont donne´s par [37]
Gε=µ+µ−
n∑
j=1
Gee,T (x-, rj) · zˆzˆ ·Gee,T (rj ,x-)
Gµ=−k2+k2−
n∑
j=1
Gme,T (x-, rj) · zˆzˆ ·Gem′,T (rj ,x-)
H=
n∑
j=1
Gee,T (x-, rj) · zˆzˆ ·Gem′,T (rj ,x-)
Rappelons que les dyades de Green sont connues dans le domaine spectral. A l’aide d’une
transforme´e de Fourier 2D, on obtient les dyades dans le domaine spatial. A partir des e´quations
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Figure 4.59 – Imagerie en 3D par l’algorithme MUSIC (60% isosurface) , en introduisant un bruit de
10 dB dans la matrice MSR calcule´e par la me´thode CDM, pour des rayons successifs (en haut a` gauche)
0, 09 = 15%λ en utilisant les trois valeurs singulie`res non nulles, (en haut a` droite) 0, 12 m (20% de λ) en
utilisant les trois valeurs singulie`res non nulles, (en bas a` gauche) 0, 18 = 30%λ en utilisant les cinq valeurs
singulie`res non nulles et (en bas a` droite) 0, 24 = 40%λ en utilisant les neuf valeurs singulie`res non nulles
(cf. Fig. 4.58).
(2.9), (2.17) et (2.5) cite´es dans le chapitre 2, on obient les expressions suivantes
µ−zˆ ·Gee,T (r,x-)=
+∞∫
−∞
dks µ−zˆ · Ĝee,T (ks, h, x-) eiks·(rs−xs,")
=
+∞∫
−∞
dks b(ks) f−(ks, h, x-) eiks·(rs−xs,")
−k2−zˆ ·Gem
′,T (r,x-)=
+∞∫
−∞
dks k2−zˆ · Ĝ
em,T
(ks, h, x-) eiks·(rs−xs,")
=
+∞∫
−∞
dks c(ks) f−(ks, h, x-) eiks·(rs−xs,")
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Figure 4.60 – Re´seau line´aire d’e´metteurs.
ou` le scalaire spectral f± est donne´ par
f±(ks, h, x-) = e∓i(kz∓h−kz±x")
et les coefficients des dyades b et c sont
b(ks)=
i
ω2a0
[
−kxkz− ,−kykz− , k2s
]
c(ks)=
k2−ε+
a0
[
−ky, kx, 0
]
avec ks = xˆkx+ yˆky, ks = |ks|, a0 = ε+kz− + ε−kz+ et kz± =
√
k2± − k2s . Le signe plus dans (4.16)
est choisi lorsque h < 0 et x- > 0 ; le signe moins est choisi si h > 0 et x- < 0. Pour satisfaire la
condition du rayonnement , .e(kz±) > 0 et /m(kz±) > 0 pour toutes les valeurs de kx et ky dans
l’inte´grale.
Les repre´sentations de Fourier de µ−zˆ ·Gee,T (r,x-) et −k2−zˆ ·Gem
′,T (r,x-) sont uniformement
convergentes. A partir du principe de dualite´, ces repre´sentations peuvent eˆtre e´crites comme suit :
µ+Gee,T (x-, r) · zˆ=
+∞∫
−∞
dks bt(−ks) f+(−ks, x-, h) e−iks·(rs−xs,")
=
+∞∫
−∞
dk′s b
t(k′s) f−(k
′
s, h, x-) e
ik′s·(rs−xs,")
k2+G
me,T (x-, r) · zˆ=
+∞∫
−∞
dk′s c
t(k′s) f−(k
′
s, h, x-) e
ik′s·(rs−xs,")
Supposons que l’ouverture du re´seau soit grande de telle sorte que le nombre de dipoˆles devienne
grand et l’espacement entre les dipoˆles petit, alors on peut remplacer le produit des inter-e´le´ments
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Gε,Gµ etH par des inte´grales sur l’ouverture du re´seau. SoitN(ks, rs,xs,-) = b(ks) f−(ks, h, x-) eiks·(rs−xs,"),
on obtient
Gε(h, x-; k+, k−)=
+∞∫
−∞
drs dk′s dksN
∗(k′s, rs,xs,-)N(ks, rs,xs,-)
=
+∞∫
−∞
dks
(
b∗b
)
(ks)
(
f−f−
)
(ks, h, x-)
Gµ(h, x-; k+, k−)=
+∞∫
−∞
dks
(
c∗c
)
(ks)
(
f−f−
)
(ks, h, x-)
H(h, x-; k+, k−)=
+∞∫
−∞
dks
(
b∗c
)
(ks)
(
f−f−
)
(ks, h, x-)
ou`
(
b∗b
)
(ks),
(
c∗b
)
(ks) et
(
b∗c
)
(ks) sont de´finis par
(
b∗b
)
(ks) =
1
|a0|2ω4
 k2x|k2z− | kxky|k2z− |−kxkz−k2skxky|k2z− | k2y |k2z− | −kykz−k2s
−kxkz−k2s−kykz−k2s k4s

(
c∗c
)
(ks) =
∣∣∣∣k2−ε+a0
∣∣∣∣2
 k
2
y −kxky0
−kxky k2x 0
0 0 0

(
c∗b
)
(ks) =
ik2−ε+
ω2|a0|2
kxkykz− k2ykz− −kyk2s−k2xkz−−kxkykz− kxk2s
0 0 0

Une fois les expressions de Gε, Gµ et H de´termine´es, on peut de´composer la matrice G comme
suit :
G(h, x-; k+, k−) =
+∞∫
−∞
dks d(ks)
(
f−f−
)
(ks, h, x-)
ou` le tenseur d(ks) est donne´ par
d(ks) =
[
b∗bb∗c
c∗bc∗c
]
(ks)
Ces expressions sont obtenues pour un dipoˆle oriente´ verticalement selon l’axe z et une inclusion
die´lectrique-magne´tique. A partir de la structure des tenseurs b∗b, c∗c et c∗b, on de´duit que Gε,
qui repre´sente la contribution die´lectrique, est de rang 3 et que Gµ, qui repre´sente la contribution
magne´tique, est de rang 2. Puisque la matrice G de dimension 6× 6 est la somme des rangs de Gµ
et de Gε, la matrice G est de rang 5.
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4.11 Comportement des valeurs singulie`res
La fre´quence de travail est de 300 MHz. On conside`re une inclusion sphe´rique die´lectrique de
rayon 0, 05 m et de permittivite´ 3ε0. Cette inclusion est place´e dans le milieu d’enfouissement de
permittivite´ ε=12ε0 a` une profondeur d = −1 m = 2λ−. Elle est e´claire´e par un re´seau horizontal
constitue´ par 8 × 8 dipoˆles polarise´s verticalement. L’espacement entre les dipoˆles est de λ/2. On
trace la distribution des valeurs singulie`res en fonction de la position de l’inclusion centre´e en
x- = (0; 0;−z-) c’est-a`-dire en faisant de´placer l’inclusion selon l’axe z.
Effet de l’enfouissement pour h = λ+/10 : Lorsque le re´seau est proche de l’interface a` une
distance h = λ+/10, la figure 4.61 nous montre que les deuxie`me et troisie`me valeurs singulie`res
se surperposent lorsque z∗ < 3λ−, ou` z∗ est la distance entre l’interface et le centre de l’inclusion.
Lorsque z∗ = 3λ−, les trois valeurs singulie`res sont e´gales. Lorsque z∗ > 3λ− la premie`re et la
deuxie`me se trouvent identiques, et deviennent plus loin les valeurs singulie`res les plus observables.
Ces deux valeurs de´croˆıssent plus lentement que la troisie`me valeur.
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Figure 4.61 – Distribution des valeurs singulie`res en fonction de la profendeur de l’inclusion sphe´rique
die´lectrique pour un re´seau e´loigne´ de l’interface de λ+/10 en configuration demi-espace (ici le re´seau est
presque colle´ a` l’interface).
Effet du de´placement late´ral pour h = λ+/10 : Sur la figure 4.62, on de´place l’inclusion
selon l’axe y par rapport au centre du re´seau. On constate aussi que les deuxie`me et troisie`me
valeurs singulie`res sont adjacentes lorsque la sphe`re est centre´e par rapport au re´seau et les trois
valeurs singulie`res de´croˆıssent plus rapidement lorsqu’on e´loigne la sphe`re late´ralement par rapport
a` l’ouverture du re´seau.
Effet de l’enfouissement pour h = λ+/2 : Dans cette simulation, on conside`re que le re´seau
se situe par rapport a` l’interface a` une distance de λ+/2 (donc plus e´loigne´ de l’interface que la
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Figure 4.62 – Distribution des valeurs singulie`res en fonction de la position late´rale y de l’inclusion
sphe´rique die´lectrique pour un re´seau e´loigne´ de l’interface de λ+/10 en configuration demi-espace (ici le
re´seau est presque colle´ a` l’interface).
simulation pre´ce´dente). On remarque a` partir de la figure 4.63 que les deux premie`res valeurs se
superposent et gardent le meˆme comportement et que ces deux valeurs de´croˆıssent plus lentement
et deviennent les plus observables (parce qu’elles dominent la troisie`me valeur singulie`re) lorsqu’on
e´loigne la sphe`re par rapport a` l’interface.
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Figure 4.63 – Distribution des valeurs singulie`res en fonction de la position longitutinale z de l’inclusion
sphe´rique die´lectrique pour un re´seau e´loigne´ de l’interface de λ+/2 en configuration demi-espace (ici le
re´seau est assez loin de l’interface et n’y est plus quasi colle´).
Effet du de´placement transversal pour h = λ+/2 : Sur la figure 4.64, on de´place l’inclusion
selon l’axe y par rapport au centre du re´seau. La distance entre le re´seau et l’interface est de
λ+/2. On constate aussi que les deuxie`me et troisie`me valeurs singulie`res sont adjacentes lorsque la
sphe`re est centre´e par rapport au re´seau et les trois valeurs singulie`res de´croˆıssent plus rapidement
lorsqu’on e´loigne la sphe`re late´ralement par rapport a` l’ouverture du re´seau.
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Figure 4.64 – Distribution des valeurs singulie`res en fonction de la position late´rale y de l’inclusion
sphe´rique die´lectrique pour un re´seau loin de l’interface de λ+/2 en configuration demi-espace (ici le re´seau
est loin de l’interface et n’y est plus quasi colle´).
4.12 Reconstruction des inclusions en demi-espace
Supposons ici qu’un re´seau de dipoles e´metteurs/re´cepteurs polarise´s verticalement est place´ a`
une hauteur h par rapport a` l’interface (place´e en z=0) et qu’il est syme´trique par rapport a` l’axe
z (voir Fig. 4.65).
x
y
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z
Figure 4.65 – Re´seau plan d’e´metteurs/re´cepteurs.
On conside`re dans les simulations suivantes une inclusion die´lectrique de rayon 0.05 m. Cette
inclusion est loin de l’interface, centre´e a` la position x- = (0.15 m ; 0.23 ; d m), et elle est illumine´e
par un re´seau horizontal de 8×8 dipoˆles e´lectriques polarise´s verticalement, e´mettant a` une fre´quence
de 300 MHz (λ+ = 1 m). Le champ diffracte´ est mesure´ au niveau du meˆme re´seau de dipoˆles puisque
les re´seaux d’e´metteurs et de re´cepteurs sont identiques, et ils sont place´s dans le milieu supe´rieur
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de permittivite´ ε0 et de perme´abilite´ µ0. L’espacement entre deux range´es de dipoˆles est de λ+/2.
Les re´seaux sont syme´triques par rapport a` l’axe z, et place´s a` une hauteur h = λ+/2 par rapport
a` l’interface. On prend un cube de recherche de dimension [2λ−; 2λ−; 2λ−]. A chaque point du cube
de recherche on calcule la dyade de Green (« exacte » ou approche´e) observe´e par les re´cepteurs.
On obtient une matrice MSR de dimension 64×64 qui est de´finie par A = Gε(x-)Mε(Gµ)(x-)t.
Pour l’imagerie MUSIC, on de´compose d’abord cette matrice en valeus singulie`res, puis on trace
toutes les valeurs singulie`res de cette matrice pour essayer de distinguer le sous-espace signal.
4.12.1 Utilisation des dyades de Green « exactes »
Sur la figure 4.66, la distribution des valeurs singulie`res nous permet de bien distinguer le sous-
espace signal (les trois valeurs les plus e´leve´es) et le sous-espace bruit (les valeurs nulles). A l’aide
d’une projection sur le sous-espace bruit ou signal on obtient une information sur la position de
l’inclusion.
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Figure 4.66 – (A gauche) distribution des valeurs singulie`res de la matrice MSR A de dimension 64× 64
pour une sphe`re die´lectrique de rayon λ−/10 a` la position (0,15 m ; 0,23 m ; -1 m) . (A droite) l’image obtenue
(isosurface 60%) lorsqu’on applique l’algorithme MUSIC.
Dans le chapitre pre´ce´edent, nous avons compare´ le champ diffracte´ calcule´ par la formule
asymptotique a` celui calcule´ par la me´thode CDM et nous avons trouve´ un poucentage d’erreur sur
la partie re´elle de 10, 78% et sur la partie imaginaire de 7, 97%. Maintenant, nous allons comparer
les deux spectres de valeurs singulie`res de la matrice MSR lorsqu’elle est calcule´e par les deux
me´thodes. On trace les deux spectres en fonction du nombre de valeurs singulie`res.
La figure 4.67 nous montre que le spectre est discontinu lorsqu’on utilise les donne´es asymp-
totiques et il est plutoˆt continu a` partir des donne´es CDM. Le spectre est continu en CDM car
l’inclusion est discre´tise´e en un ensemble d’e´le´ments cubiques, chacun e´quivalent a` un dipoˆle. Mal-
gre´ la diffe´rence apparente au niveau des spectres des valeurs singulie`res, les deux matrices MSR
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correspondant aux deux me´thodes (asymptotique et CDM) donnent la meˆme reconstruction de
l’inclusion comme on le voit sur la figure 4.68.
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Figure 4.67 – Distribution des valeurs singulie`res de la matrice MSR A de dimension 64 × 64 pour
une sphe`re die´lectrique de rayon λ−/10 a` la position (0,15 m ; 0,23 m ; -1 m) en configuration demi-espace,
(courbe gauche) donne´es asymptotiques, (courbe droite) donne´es CDM.
Figure 4.68 – Imagerie MUSIC (isosurface 60%) pour une sphe`re die´lectrique de rayon λ−/10 a` la position
(0,15 m ; 0,23 m ; -1 m) (a` gauche) avec les donne´es asymptotiques non bruite´es en prenant en compte les
trois premie`res valeurs singulie`res. (A droite) avec les donne´es CDM non bruite´es en prenant en compte les
trois premie`res valeurs singulie`res.
Dans cette simulation, on ajoute dans la matrice MSR un bruit gaussien de 10 dB de rapport
signal sur bruit. La figure 4.69 repre´sente deux spectres calcule´s par les deux me´thodes. On constate
que les valeurs singulie`res du sous-espace bruit ont augmente´ et que les spectres deviennent presque
identiques. Si l’on applique l’algorithme MUSIC on obtient les meˆmes images, mais on observe que
la re´solution longitudinale se de´grade un peu (voir Fig. 4.73).
Maintenant, on rapproche l’inclusion de l’interface : on fixe la distance entre l’interface et le
centre de la sphe`re a` 0,2 m. On trace la distribution des valeurs singulie`res calcule´es par les deux
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Figure 4.69 – La distribution des valeurs singulie`res avec introduction d’un bruit de 10 dB de rapport
signal sur bruit dans la matrice MSR de dimension 64 × 64 pour une sphe`re die´lectrique de rayon λ−/10 a`
la position (0,15 m ; 0,23 m ; -1 m). (A gauche) a` partir des donne´es asymptotiques et (a` droite) a` partir des
donne´es CDM.
Figure 4.70 – Imagerie MUSIC (isosurface 80%) pour une sphe`re die´lectrique de rayon λ−/10 a` la position
(0,15 m ; 0,23 m ; -0,1 m) (a` gauche) avec les donne´es asymptotiques bruite´es a` 10 dB en prenant en compte
les 3 premie`res valeurs singulie`res. (A droite) avec les donne´es CDM bruite´es a` 10 dB en prenant en compte
les 3 premie`res valeurs singulie`res (cf. Fig. 4.69).
me´thodes en introduisant dans la matrice MSR un bruit gaussien de 10dB de rapport signal sur
bruit. La figure 4.71 repre´sente deux spectres calcule´s par les deux me´thodes. On constate que les
spectres sont presque identiques. Si on applique l’algorithme MUSIC on obtient les meˆmes images
(voir Fig. 4.72).
4.12.2 Utilisation des dyades de Green approche´es
Dans les simulations pre´ce´dentes, nous avons utilise´ la dyade de Green « exacte » pour distinguer
la position d’une inclusion proche ou loin de l’interface de 2λ− ou de 2λ−/5. Notons que le temps
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Figure 4.71 – La distribution des valeurs singulie`res avec introduction d’un bruit de 10 dB de signal sur
bruit dans la matrice MSR de dimension 64× 64 pour une sphe`re die´lectrique de rayon λ−/10 a` la position
(0,15 m ; 0,23 m ; -0,2m ). (A gauche) a` partir des donne´es asymptotiques et (a` droite) a` partir des donne´es
CDM.
Figure 4.72 – Imagerie MUSIC (isosurface 80%) pour une sphe`re die´lectrique de rayon λ−/10 a` la position
(0,15 m ; 0,23m ; -0,2 m), (a` gauche) avec les donne´es asymptotiques bruite´es a` 10 dB de rapport signal sur
bruit en prenant en compte les trois premie`res valeurs singulie`res. (A droite) avec les donne´es CDM bruite´es
a` 10 dB de signal sur bruit en prenant en compte les 3 premie`res valeurs singulie`res (cf. Fig. 4.71).
de calcul de la dyade de Green est long, puisqu’on calcule a` chaque point du cube de recherche
de dimension [2λ−; 2λ−; 2λ−] (de pas λ−/10) la dyade de Green qui de´crit la propagation des
ondes des 8 × 8 dipoˆles re´cepteurs. Rappelons que, dans le chapitre 2, nous avons compare´ trois
me´thodes approche´es de calcul de la dyade de Green. Nous avons constate´ que la me´thode LOA
est la me´thode la plus rapide et qu’elle est la plus pre´cise lorsque |z + z′| > λ. On reprend les
simutions pre´cedentes pour le cas d’une sphe`re die´lectrique proche ou loin de l’interface de 2λ− ou
de 2λ−/5 en introduisant un bruit de 10dB de signal sur bruit dans la matrice MSR de dimension
64 × 64 obtenue par la formule asymptotique et la me´thode CDM. Les deux figures 4.73 et 4.74
nous montrent qu’on de´tecte la position de l’inclusion en utilisant la dyade Green approche´e qui
nous permet de gagner 50% du temps de calcul par rapport au Green « exact » mais on constate
d’apre`s ces deux figures que la re´solution de l’imagerie en 3D se de´grade (sachant que les deux
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images sont obtenues a` une meˆme iso-surface de 80%, que ce soit pour le cas de la simulation avec
la dyade de Green exacte ou celle approche´e).
Figure 4.73 – Imagerie MUSIC (isosurface 80%) pour une sphe`re die´lectrique de rayon λ−/10 a` la position
(0,15 m ; 0,23 m ; -1 m) (a` gauche) avec les donne´es asymptotiques bruite´es a` 10 dB de rapport signal sur
bruit en prenant en compte les trois premie`res valeurs singulie`res. (A droite) avec les donne´es CDM bruite´es
a` 10 dB de rapport signal sur bruit en prenant en compte les trois premie`res valeurs singulie`res.
Figure 4.74 – Pour une sphe`re a` la position (0,15 m ; 0,23 m ; -0.2 m), comme en Fig. 4.72.
Conclusion
L’objectif des travaux de cette the`se est de de´tecter et caracte´riser de petites inclusions enfouies
a` partir du champ e´lectromagne´tique diffracte´ calcule´ par la formule asymptotique.
Nous avons tout d’abord consacre´ le premier chapitre de ce manuscrit a` l’exploitation de la
formule asymptotique du champ diffracte´ par de petites inclusions ellipso¨ıdales (dont des sphe`res
sont des cas particulier) die´lectriques et ou magne´tiques e´claire´es par une source rayonnante. Cette
formule s’exprime en fonction de la dyade de Green et du tenseur de polarisation qui contient une
information sur le contraste et le volume de l’objet.
Pour prendre en compte l’effet du couplage entre deux inclusions sphe´riques, nous avons intro-
duit un nouveau tenseur de polarisation obtenu via une approche base´e sur le syste`me de coordon-
ne´es bisphe´riques. Nous avons alors compare´ les e´le´ments du tenseur de polarisation calcule´ dans le
syste`me des coordonne´es bisphe´riques pour le cas de deux sphe`res identiques a` celui d’une sphe`re
isole´e en espace libre, en faisant varier la distance se´parant les centres des deux sphe`res. Nous avons
constate´ que nous pouvons ignorer l’effet du couplage a` partir d’une certaine distance puisque les
e´le´ments du tenseur de polarisation calcule´ graˆce aux coordonne´es bisphe´riques deviennent iden-
tiques a` celui d’une sphe`re isole´e en espace libre. De meˆme nous avons illustre´ le fait que la sphe`re
de plus grand rayon posse`de une plus grande influence sur l’autre pour le cas de deux sphe`res de
rayons diffe´rents et de meˆme permittivite´. Le meˆme cas est observe´ pour deux sphe`res de meˆme
rayon et de permittivite´s diffe´rentes (et c’est la sphe`re ayant la plus grande permittivite´ qui influe
le plus sur l’autre).
Pour le cas de plusieurs inclusions (c-a`-d que le nombre d’inclusions est supe´rieur ou e´gal a` deux),
nous avons introduit le mode`le Foldy-Lax. Pour e´tudier l’effet du couplage entre deux sphe`res, nous
avons calcule´ la diffe´rence d’amplitude des composantes verticales du champ diffracte´ calcule´ par
la formule asymptotique avec couplage, en utilisant les coordonne´es bisphe´riques et de celui calcule´
avec le mode`le Foldy-Lax, ou sans prise en compte du couplage, pour diffe´rentes distances entre
les centres des deux sphe`res. Les simulations nous ont permis de constater que l’effet du couplage
n’e´tait visible qu’au voisinage proche des deux sphe`res. Rappelons ici qu’il ne faudra pas ge´ne´raliser
ce constat puisque notre cadre de travail reste les ”petits objets”, c’est-a`-dire les objets a` taille assez
petite devant la longueur d’onde.
136 Conclusion
Dans le deuxie`me chapitre, nous avons exploite´ la formule asymptotique du champ e´lectroma-
gne´tique diffracte´ par de petites inclusions en configuration demi-espace au lieu de l’espace libre.
Le changement le plus important est au niveau des dyades de Green. Dans nos simulations, nous
nous sommes rendu compte que le temps de calcul de ces dyades e´tait assez long a` cause du calcul
nume´rique des inte´grales de Sommerfeld. Nous avons alors e´tudie´ les trois me´thodes approche´es de
calcul de ces inte´grales propose´es par Chew et Cui. Nous avons constate´ que la me´thode dite LOA
permet de diminuer conside´rablement le temps de calcul mais cette me´thode ne marche bien que
lorsque l’e´metteur et le point d’observation sont a` plus d’une longueur d’onde de distance.
Dans la formule asymptotique, l’effet du couplage entre l’interface et les inclusions est ignore´,
c-a`-d que les inclusions sont conside´re´es assez e´loigne´es de l’interface. Pour prendre en compte
l’effet du couplage entre un objet sphe´rique enfoui et l’interface, nous avons fait intervenir un
nouveau tenseur de polarisation calcule´ par une approche base´e encore une fois sur le syste`me de
coordonne´es bisphe´riques. Pour analyser le comportement des e´le´ments du tenseur de polarisation,
nous avons compare´ les e´le´ments calcule´s via les coordonne´es bisphe´riques a` ceux calcule´s pour une
sphe`re isole´e en espace libre pour diffe´rentes profondeurs d’enfouissement de la sphe`re par rapport
a` l’interface. Nous avons constate´ qu’a` partir d’une certaine distance l’effet du couplage entre la
sphe`re et l’interface peut eˆtre ignore´, c-a`-d que la sphe`re enfouie a` une certaine profondeur diffracte
l’onde incidente de la meˆme manie`re qu’une sphe`re isole´e en espace libre. Nous avons illustre´ le
fait que plus la sphe`re est grande (tout en restant de taille assez petite devant la longueur d’onde
d’enfouissement) plus l’effet du couplage entre la sphe`re et l’interface est important. Nous avons
e´tudie´ l’effet du couplage entre la sphe`re et l’interface en comparant la diffe´rence d’amplitude
de la composante verticale du champ diffracte´ calcule´ par la formule asymptotique avec et sans
prendre en compte ce couplage. Nous avons constate´ que son effet est ressenti fortement dans le
seul voisinage de l’inclusion. Nous avons ainsi illustre´ que l’effet du couplage n’est ressenti au niveau
du demi-espace supe´rieur que lorsque la sphe`re est tre`s proche de l’interface.
Pour prendre en compte l’effet du couplage entre plusieurs objets enfouis et l’interface, nous
avons introduit le mode`le Foldy-Lax en configuration demi-espace. Nous avons remarque´ que l’effet
du couplage entre deux sphe`res enfouies et l’interface ne peut eˆtre ressenti au niveau du milieu
supe´rieur que lorsque les inclusions sont de nouveau tre`s proches de l’interface.
Dans le troisie`me chapitre, la validation de la formule asymptotique en espace libre et en demi-
espace a e´te´ effectue´e par une autre me´thode appele´e la « me´thode des dipoˆles couple´s » (CDM).
La me´thode CDM est une me´thode nume´rique pre´cise sous condition que les objets soient tre`s bien
discre´tise´s, ce qui a e´te´ le cas ici (les objets e´taient de´ja` de petite taille et e´taient discre´tise´s en
plus de 4000 cubes e´le´mentaires). La me´thode CDM est donc pour nous la me´thode « exacte » de
calcul du champ diffracte´.
Nos comparaisons ont porte´ sur le cas d’une sphe`re en espace libre (avec plusieurs simulations
pour des rayons diffe´rents), sur le cas d’un ellipso¨ıde en espace libre et sur le cas de deux sphe`res
couple´es en espace libre puis en demi-espace. A chaque simulation, un taux d’erreur a e´te´ calcule´,
ce qui nous permet d’affirmer que la formule asymptotique a` l’ordre α4 (α e´tant l’ordre de grandeur
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de la taille de l’objet) fournit un champ diffracte´ acceptable jusqu’a` un rayon de la sphe`re e´gal a`
λ/10. Les donne´es exactes nous permettent aussi de confirmer l’analyse mene´e au premier chapitre
concernant l’effet du couplage entre deux petites sphe`res. En effet, cet effet peut eˆtre ignore´. En
configuration demi-espace, meˆme si on rapproche une petite sphe`re de l’interface, l’effet du couplage
avec l’interface peut eˆtre ignore´ surtout si les capteurs sont dispose´s au niveau du demi-espace
supe´rieur.
La me´thode d’imagerie utilise´e dans ce manuscrit est la me´thode MUSIC. Nous avons applique´
cette me´thode d’imagerie, non ite´rative et a` une seule fre´quence, pour de´tecter la position de chaque
inclusion dans le quatrie`me chapitre. Ayant de´ja` souligne´, dans les premiers chapitres, que l’effet
du couplage pourrait eˆtre ne´glige´ de´s que les re´cepteurs ne sont pas dans le voisinage imme´diat
des inclusions, nous avons calcule´ analytiquement la matrice MSR en nous basant sur la formule
asymptotique simple (i.e., utilisant les tenseurs des inclusions suppose´es isole´es et non couple´es).
L’e´tude de cette matrice dans une configuration particulie`re (objet sphe´rique centre´, champ
lointain, re´seau de dipoˆles assimile´ a` une ouverture) nous a permis de caracte´riser analytiquement
ses valeurs singulie`res dans le cas d’une sphe`re die´lectrique et/ou magne´tique d’abord en espace
libre et ensuite en demi-espace. Le comportement des valeurs singulie`res a e´te´ e´tudie´ en fonction
de la permittivite´ de l’inclusion, de son rayon, de son enfouissement et de son de´placement late´ral.
L’imagerie par champ retropropage´ a e´te´ pre´sente´e. Nous avons effectue´ une comparaison entre la
re´solution de l’imagerie par champ re´tropropage´ et l’imagerie MUSIC.
Nous avons mene´ des comparaisons entre les re´sultats de l’imagerie MUSIC lorsque la matrice
MSR est calcule´e par la me´thode CDM et par la formule asymptotique. Nous avons notamment
constate´ que les spectres sont nettement diffe´rents et qu’il suffit de prendre en compte un faible
bruit additif gaussien a` ces deux matrices pour avoir des spectres presques identiques.
Les cas traite´s sont une ou deux inclusions ellipso¨ıdales ou sphe´riques en espace libre ou en
demi-espace. Nous avons illustre´ le fait que, pour le cas de deux sphe`res couple´es, nous arrivons
a` distinguer la position de chaque sphe`re lorsque la matrice MSR est calcule´e avec ou sans prise
en compte de l’effet du couplage. Nous avons pre´sente´ les simulations qui montrent que la prise
en compte de l’effet du couplage dans le calcul de la matrice MSR n’ame´liore pas la re´solution de
l’imagerie. Dans le cas d’une seule inclusion ellipso¨ıdale incline´e, une fois la position de´tecte´e, nous
proposons de ne conside´rer qu’une seule ligne d’e´metteurs re´cepteurs, de la de´placer de telle sorte
a` la centrer au dessus du centre de l’inclusion et de faire une se´rie de mesures en faisant pivoter la
ligne sur l’axe vertical passant par l’inclusion. L’analyse du comportement des valeurs singulie`res
en fonction de l’angle de rotation de la ligne de dipoles, permet de de´tecter l’angle d’inclinaison
de l’ellipso¨ıde. Soulignons que l’e´tude ne couvre que le cas d’un ellipso¨ıde de re´volution aplati ou
allonge´. Dans le cas de deux sphe`res proches, nos simulations avec des matrices MSR bruite´es
ont montre´ que nous ne distinguons que trois valeurs singulie`res non nulles pour deux inclusions
die´lectriques au lieu de six et que l’algorithme MUSIC ne de´tecte qu’un seul diffracteur centre´
quelque part dans l’intervalle entre les deux positions re´elles. Cette position estime´e est proche du
centre de la sphe`re qui posse`de le plus grand rayon e´quivalent.
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Perspectives de notre travail :
Nous avons e´tudie´ les caracte´ristiques des objets via leurs valeurs singulie`res et leurs vecteurs
singuliers. Au vu des premie`res investigations, il semble inte´ressant de continuer dans cette direction
et surtout dans l’analyse des vecteurs singuliers de la matrice MSR. Nous avons entame´ une re´flexion
sur l’extension de la me´thode MUSIC au cas d’objets e´tendus ou` la matrice MSR est calcule´e par
la me´thode CDM (puisque la me´thode asymptotique n’est plus valable pour ce type d’objets).
D’un point de vue informatique, il serait inte´ressant de finaliser le code Matlab associe´ a` l’en-
semble des travaux de cette the`se et de l’inte´grer au code MUSIC du laboratoire. J’avais aussi
de´veloppe´ la me´thode CDM sous Matlab mais je me suis heurte´e a` un proble`me de limitation de
me´moire de`s que la discre´tisation de´passe 1000 cubes e´le´mentaires. Il serait ne´cessaire de finaliser
ce code CDM afin de pouvoir traiter au sein du laboratoire toute l’analyse relative a` la me´thode
MUSIC applique´e aux objets e´tendus.
Notre travail peut s’e´tendre au cas d’inclusions anisotropes dans un milieu isotrope. Ce dernier
cas a e´te´ envisage´ tre`s re´cemment par Y. Zhong et X. Chen. Il suffirait ici de calculer le tenseur de
polarisation correspondant au cas d’inclusions anisotropes. Naturellement, il serait inte´ressant de
se pre´occuper de situations ou` le milieu de propagation est lui-meˆme anisotrope. Le cas de com-
posites uniaxiaux e´lectriques, tels que rencontre´ dans des applications ae´ronautiques, composites
multi-couches affecte´s de de´fauts localise´s, en est un bon exemple. Une formulation de Lippmann-
Schwinger peut en effet eˆtre introduite et une analyse asymptotique mene´e dans des termes voisins
de celle actuelle, la complexite´ essentielle du mode`le re´sidant a priori dans le calcul des dyades de
Green.
Le sujet de recherche traite´ trouve des applications inte´ressantes comme la localisation de pe-
tites cibles enfouies dans un sous-sol et le controˆle non destructif (CND) de structures me´talliques
artificielles pour localiser des zones corrode´es, des de´fauts ou des fissures. Le CND est un sujet
qui a be´ne´ficie´ de recherches mene´es au sein du laboratoire L2S (en partenariat avec le CEA LIST
notamment), particulie`rement celles base´es sur des me´thodes en courants de Foucault. Reste dans
ce cas a` e´largir l’analyse mathe´matique au re´gime de diffusion (ce qui en the´orie ne pose pas de
difficulte´s particulie`res, meˆme si nous avons essentiellement acce`s a` des variations d’impe´dance de
sondes), mais surtout a` prendre en compte les configurations de test particulie`res de ce domaine
du CND, qui peuvent ne pas fournir des donne´es suffisantes.
En paralle`le a` ces travaux de the`se, portant sur la caracte´risation e´lectromagne´tique en 3-D de
petites inclusions enfouies, W. K. Park (qui conclura sa the`se au L2S et au CMAP de´but 2009)
traite de la caracte´risation d’e´crans minces dans une situation 2D de diffraction scalaire, e´crans
pe´ne´trables ou non. Dans ce cas, outre des images efficaces obtenues par une me´thode MUSIC, un
lien entre le nombre de valeurs singulie`res de la matrice de diffraction et la longueur de l’e´cran a
e´te´ mis en avant de manie`re heuristique, ce qui pourrait donner des e´le´ments pour le cas d’objets
e´tendus.
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Le sujet que j’ai traite´ durant ces trois dernie`res anne´es est passionnant. Je compte approfondir
mes connaissances dans ce domaine et m’ouvrir sur d’autres aspects lors de mon post-doctorat a`
CMAP et L2S, qui de´bute au mois d’octobre 2008, dans le cadre du RTRA DIGITEO, et qui porte
sur l’imagerie MUSIC en re´gime temporel.
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Annexe A
Distribution des vecteurs singuliers
Pour fixer le sous-espace signal ou le sous espace-bruit, il suffit de choisir le nombre de valeurs
singulie`res non nulles a` partir de la distribution des valeurs singulie`res de la matrice MSR. Est-ce
qu’il serait possible de distinguer le sous-espace bruit du sous-espace signal a` partir des distributions
des vecteurs singuliers ?
Dans le chapitre 4, nous avons trace´ seulement la distribution des vecteurs singuliers associe´s
aux valeurs singulie`res non nulles. Ici, nous allons tracer aussi la distribution des vecteurs singuliers
associe´s aux valeurs singulie`res nulles pour voir s’il est possible d’extraire le sous-espace bruit a`
partir des vecteurs singuliers, puisque les vecteurs singuliers contiennent une information sur la
position de chaque inclusion. En effet les vecteurs singuliers repre´sentent des courants qui, une fois
applique´s aux dipoˆles e´metteurs, vont ge´ne´rer une onde dont on attend qu’elle converge (dans un
certain sens) a` la position de chaque inclusion.
A.1 Cas d’une inclusion die´lectrique
On conside`re une inclusion sphe´rique die´lectrique de rayon λ/20 et de permittivite´ relative
5. Cette inclusion est a` la position (−0, 15 m ; 0, 15 m ; 0, 175 m) et est illumine´e par un re´seau
horizontal de 21 × 21 e´metteurs/re´cepteurs polarise´s selon l’axe z. L’espacement entre les dipoˆles
est de λ/2. Le re´seau est place´ a` une hauteur h = 3 m par rapport a` l’origine du repe`re.
A.1.1 Donne´es asymptotiques
On commence tout d’abord par tracer la distribution des valeurs singule`res de la matrice MSR
calcule´e par la formule asymptotique du champ diffracte´ pour pre´ciser le nombre de valeurs singu-
lie`res non nulles associe´es aux vecteurs singuliers. Sur la figure A.1, on distingue clairement trois
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valeurs singulie`res non nulles associe´es au sous-espace signal, les autres valeurs singulie`res e´tant
associe´es au sous-espace bruit. Les trois vecteurs singuliers associe´s a` ces trois valeurs singulie`res
contiennent une information sur la position de la sphe`re.
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Figure A.1 – La distribution des valeurs singulie`res normalise´es de la matrice MSR de dimension 441×441
calcule´es par la formule asymptotique pour une sphe`re die´lectrique de rayon λ/20 a` la position (−0, 15 m ;
0, 15 m ; 0, 175 m).
On trace maintement les 12 premiers vecteurs singuliers de la matrice MSR calcule´e par la
formule asymptotique pour voir si c’est possible de distinguer aussi le sous-espace bruit et signal
a` partir des vecteurs singuliers. Notons que les trois premiers vecteurs singuliers de la figure A.2
ressemblent aux trois composantes du champ rayonne´ par un dipoˆle a` la position de l’inclusion me-
sure´e sur le plan du re´seau d’e´metteurs/re´cepteurs. Pour les autres vecteurs singuliers, on constate
qu’on obtient une information bruite´e. On peut dire qu’on peut fixer aussi le sous-espace signal et
bruit a` partir des vecteurs singuliers qui sont associe´s aux valeurs singulie`res.
A.1.2 Donne´es CDM
On trace sur la figure A.3 la distribution des valeurs singulie`res de la matrice MSR calcule´e
par la me´thode CDM. La distribution obtenue est plus ou moins « continue ». Ceci peut eˆtre
explique´ par le fait que l’objet est discre´tise´ en petits e´le´ments cubiques et que chaque cube va
rayonner (diffracter) selon ses trois moments dipolaires induits. Vu la continuite´ du spectre, nous
nous retrouvons face a` la difficulte´ du choix du nombre de valeurs singulie`res repre´sentant le sous-
espace signal contrairement a` la me´thode asymptotique.
On trace sur les figures A.4, A.5 et A.6 les 48 premiers vecteurs singuliers pour voir si c’est
possible d’estimer le sous-espace signal et bruit. On constate que les trois premiers vecteurs singu-
liers ressemblent clairement aux trois premiers vecteurs singuliers qui sont obtenus par la formule
asymptotique. On remarque que les 34 premiers vecteurs singuliers ont des formes ge´ome´triques
particulie`res. On constate qu’a` partir de la 34e`me valeur singulie`re la distribution des valeurs sin-
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Figure A.2 – Les 12 premiers vecteurs singuliers de la matrice MSR pour une sphe`re die´lectrique a` la
position (−0, 15 m ; 0, 15 m ; 0, 175 m).
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Figure A.3 – La distribution des valeurs singulie`res normalise´es de la matrice MSR de dimension 441×441
calcule´e par la me´thode CDM pour une sphe`re die´lectrique de rayon λ/20.
gulie`res devient presque constante et quasi e´gale a` ze´ro (< 10−15). Donc, on peut distinguer aussi
le sous-espace bruit a` partir des vecteurs singuliers.
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Figure A.4 – Les 12 premiers vecteurs singuliers de la matrice MSR pour une sphe`re die´lectrique a` la
position (−0, 15 m ; 0, 15 m ; 0, 175 m).
Figure A.5 – Du 13e`me au 24e`me vecteur singulier de la matrice MSR pour une sphe`re die´lectrique a` la
position (−0, 15 m ; 0, 15 m ; 0, 175 m).
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Figure A.6 – Du 25e`me au 36e`me vecteur singulier de la matrice MSR pour une sphe`re die´lectrique a` la
position (−0, 15 m ; 0, 15 m ; 0, 175 m).
Figure A.7 – Du 35e`me au 48e`me vecteur singulier de la matrice MSR pour une sphe`re die´lectrique a` la
position (−0, 15 m ; 0, 15 m ; 0, 175 m).
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A.2 Cas de deux inclusions die´lectriques
On conside`re deux sphe`res die´lectriques aux positions (−0, 075 m ; 0 ; 0, 175 m) et (0, 075 m ;
0 ; 0, 175 m). de meˆme rayon λ/20 et de diffe´rentes permittivite´s 5ε0 et 3ε0. Ces deux sphe`res sont
illumine´es par un re´seau horizontal e´metteurs/re´cepteurs de 21×21 dipoˆles polarise´s verticalement.
Ce re´seau est syme´trique par rapport a` l’axe z. Il est place´ a` une distance h = 3 m par rapport a`
l’origine du repe`re. L’espacement entre les dipoˆles est de λ/2.
A.2.1 Donne´es asymptotiques
Dans la simulation de la figure A.8, on trace la distribution des valeurs singulie`res normalise´es
de la matrice MSR calcule´e a` partir des donne´es asymptotiques. On distingue six valeurs singulie`res
non nulles.
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Figure A.8 – La distribution des valeurs singulie`res normalise´es de la matrice MSR de dimension 441×441
obtenue par la formule asymptotique pour deux sphe`res die´lectriques de meˆme rayon λ/20 et de diffe´rentes
permittivite´s (5ε0, 3ε0).
Sur la figure A.9, on constate que les six premiers vecteurs singuliers ont une spe´cifique forme,
alors que le reste des vecteurs singuliers sont contamine´s avec un certain bruit.
On ajoute un bruit gaussien de 20 dB de rapport signal sur bruit dans la matrice MSR. Sur la
figure A.10, on constate que le bruit a bien affecte´ tous les vecteurs singuliers. Cependant, les six
premiers vecteurs gardent presque les meˆmes valeurs par rapport au cas des donne´es non bruite´es.
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Figure A.9 – Les 12 premiers vecteurs singuliers de la matrice MSR pour deux sphe`res die´lectriques aux
positions (−0, 075 m ; 0 ; 0, 175 m) et (0, 075 m ; 0 ; 0, 175 m).
Figure A.10 – Les 12 premiers vecteurs singuliers de la matrice MSR avec un bruit gaussien a` 20 dB de
rapport signal sur bruit pour deux sphe`res die´lectriques aux positions (−0, 075 m ; 0 ; 0, 175 m) et (0, 075 m ;
0 ; 0, 175 m).
A.2.2 Donne´es CDM
A partir des donne´es CDM, le nombre de valeurs singulie`res significatives n’est pas toujours
facile a` de´terminer. Lorsque les valeurs singulie`res se stabilisent, les valeurs restantes sont d’habitude
contamine´es par un certain niveau de bruit et sont donc inutiles. Sur la figure A.11, on constate
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qu’a` partir de la valeur 50, la distribution des valeurs singulie`res devient constante, donc les 49
premie`res valeurs singulie`res peuvent eˆtre conside´re´es comme e´tant les valeurs significatives.
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Figure A.11 – La distribution des valeurs singulie`res normalise´es de la matrice MSR de dimension
441×441 obtenue par la me´thode CDM pour deux sphe`res die´lectriques de meˆme rayon λ/20 et de diffe´rentes
permittivite´s (5ε0, 3ε0).
Figure A.12 – Les 12 premiers vecteurs singuliers de la matrice MSR pour deux sphe`res die´lectriques
aux positions (−0, 075 m ; 0 ; 0, 175 m) et (0, 075 m ; 0 ; 0, 175 m).
On ajoute du bruit gaussien a` 20 dB de rapport signal sur bruit a` la matrice MSR. La figure
A.17 nous montre que le bruit a bien affecte´ tous les vecteurs singuliers. Cependant, les six premiers
vecteurs gardent presque les meˆmes valeurs par rapport au cas des donne´es non bruite´es.
A.2. Cas de deux inclusions die´lectriques 149
Figure A.13 – Du 13e`me au 24e`me vecteur singulier de la matrice MSR pour deux sphe`res die´lectriques
aux positions (−0, 075 m ; 0 ; 0, 175 m) et (0, 075 m ; 0 ; 0, 175 m).
Figure A.14 – Du 25e`me au 36e`me vecteur singulier de la matrice MSR pour deux sphe`res die´lectriques
aux positions (−0, 075 m ; 0 ; 0, 175 m) et (0, 075 m ; 0 ; 0, 175 m).
150 A. Distribution des vecteurs singuliers
Figure A.15 – Du 37e`me au 48e`me vecteur singulier de la matrice MSR pour deux sphe`res die´lectriques
aux positions (−0, 075 m ; 0 ; 0, 175 m) et (0, 075 m ; 0 ; 0, 175 m).
Figure A.16 – Du 49e`me au 60e`me vecteur singulier de la matrice MSR pour deux sphe`res die´lectriques
aux positions (−0, 075 m ; 0 ; 0, 175 m) et (0, 075 m ; 0 ; 0, 175 m).
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Figure A.17 – Les 12 premiers vecteurs singuliers de la matrice MSR a` 20 dB de signal sur bruit pour
deux sphe`res die´lectriques aux positions (−0, 075 m ; 0 ; 0, 175 m) et (0, 075 m ; 0 ; 0, 175 m).
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Annexe B
Interface de l’application Matlab
B.1 Configuration
Dans cet annexe, nous allons pre´senter l’interface de notre application Matlab developpe´e ini-
tialement par Ekaterina Iakovleva et reprise par moi-meˆils’est trompe´eme.
Cette application nous permet de lancer nos simulations de de´termination de la position de
chaque inclusion en calculant la matrice MSR par la me´thode asymptotique.
L’interface principale de l’application (voir figure B.1) permet d’introduire la configuration a`
simuler. En effet, elle permet de pre´ciser : la fre´quence de travail, les caracte´ristiques du milieu, la
configuration du re´seau e´metteur : (le plan du re´seau, (horizontal ou vertical), le nombre de lignes et
de colonnes, l’espacement entre les dipoˆles e´metteurs et l’orientation des dipoˆles (leur polarisation)),
idem pour la configuration du re´seau re´cepteur. En effet, il faut noter que l’application permet de
simuler le cas ge´ne´ral ou` les re´seaux e´metteurs et re´cepteurs ne sont pas identiques. D’ailleurs, la
re´solution de l’imagerie MUSIC s’ame´liore ge´ne´ralement lorsque ces re´seaux ne sont pas identiques.
On peut en sus pre´ciser si la matrice MSR devra eˆtre calcule´e analytiquement par la me´thode
asymptotique ou si cette matrice est a` lire a` partir d’un fichier de donne´es (dans le cas de donne´es
re´elles ou de donne´es simule´es par une autre me´thode comme par exemple la me´thode CDM).
Une fois la configuration pre´cise´e, le bouton ”Go” de cette interface permet de lancer les calculs.
On clique sur ”data inclusion”, on obtient la B.1 qui nous permet de fixer la position la taille et
le contraste des inclusions.
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B.2 MUSIC
La simulation commence par le calcul de la matrice MSR si cela a e´te´ demande´ en configuration,
sinon la matrice MSR est charge´e a` partir du fichier de donne´es pre´cise´ en configuration. Ensuite,
le spectre des valeurs singulie`res est pre´sente´ selon une e´chelle logarithmique. Un me´canisme de
”zoom” est utilise´ pour essayer de bien distinguer les valeurs singulie`res non nulles. Une fois le
nombre de valeurs singulie`res significatives saisi dans le champ ”number of SV”, nous pre´cisons le
type de projection a` utiliser (projection droite, gauche, ou droite et gauche), le vecteur de test a et
les parame`tres du cube de recherche (la taille et le pas de maillage du cube).
En cliquant sur le bouton ”MUSIC”on obtient les isosurfaces illustre´es sur la figure B.2 qui sont
une repre´sentation en 3D de la re´gion du cube de recherche ou` la fonction de couˆt de l’algorithme
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MUSIC atteint son maximum a` un pourcentage d’isosurface pre`s. Nous avons un moyen de re´gler
ce pourcentage d’isosurface pour affiner l’analyse du re´sultat. Trois coupes, selon les trois axes
principaux, permettent de voir une repre´sentation plane de cette meˆme fonction de couˆt. Notons
que la position re´elle des inclusions est indique´e sur les graphiques en cercles rouges pour pouvoir
identifier visuellement si l’algorithme MUSIC a bien de´tecte´ les positions exactes.
B.3 Champ re´tropropage´
Un autre type de simulation est aussi inte´gre´ a` cette application Matlab. En effet, on peut
visualiser le champ retropropage´ correspondant aux vecteurs singuliers choisis.
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Re´sume´
L’objet de la the`se est la de´tection e´lectromagne´tique non-ite´rative de petits objets enfouis.
Le proble`me direct est de´crit en utilisant une formule asymptotique du champ diffracte´ par des
inclusions dont la taille caracte´ristique est petite devant la longueur d’onde dans le milieu d’en-
fouissement. La prise en compte de la diffraction multiple dans le cas de deux inclusions sphe´riques
est aborde´e graˆce a` un tenseur de polarisation spe´cifique calcule´ dans un syste`me de coordonne´es
bisphe´riques. Le mode`le Foldy-Lax est aussi utilise´ afin de prendre en compte le couplage entre
plusieurs inclusions. Les simulations nume´riques montrent que cet effet de couplage ne peut eˆtre
ressenti qu’en leur voisinage imme´diat. Une configuration d’enfouissement en demi-espace est aussi
e´tudie´e. Les dyades de Green sont calcule´es de manie`re exacte. Puis trois me´thodes approche´es de
calcul des inte´grales de Sommerfeld sont propose´es, les simulations montrant qu’elles font gagner du
temps dans le calcul de ces dyades. La prise en compte du couplage entre une sphe`re et l’interface
est aussi investigue´e graˆce a` un tenseur de polarisation ade´quat en coordonne´es bisphe´riques. A
chaque fois, les champs diffracte´s simule´s par la me´thode asymptotique sont compare´s a` des champs
obtenus par la me´thode des dipoˆles couple´s (CDM). Les re´sultats montrent que la me´thode asymp-
totique fournit des valeurs du champ diffracte´ satisfaisantes tant que les tailles des inclusions restent
tre`s petites devant la longueur d’onde. L’algorithme d’imagerie MUSIC est quant a` lui utilise´ pour
de´tecter ces inclusions a` partir de leur matrice de re´ponse multistatique collecte´e au niveau d’un
re´seau plan limite´ de dipoˆles e´metteurs-re´cepteurs. L’analyse des valeurs et des vecteurs singuliers
montre qu’il y a une diffe´rence entre les donne´es calcule´es par la me´thode asymptotique et ceux
calcule´es par la me´thode CDM. Mais cette diffe´rence ne persiste pas si l’on conside`re des donne´es
bruite´es. Dans les deux cas, MUSIC permet une bonne estimation de la position des inclusions, la
notion de super-localisation e´tant en particulier discute´e. Une me´thode est par ailleurs propose´e
pour de´tecter l’angle d’inclinaison d’un ellipso¨ıde incline´.
Abstract
The aim of this thesis is the electromagnetic non-iterative detection of small embedded objects.
The direct problem is described by the asymptotic formula of the scattered field by inclusions whose
size is much smaller than the wavelength in the embeded medium. Taking into account the multiple
scattering in the case of two spherical inclusions is considered through a specific polarization tensor
computed in a bispherical coordinate system. The Foldy-Lax model is also used to take into account
the coupling between several inclusions. The numerical simulations show that this coupling effect
is only felt in the near neighborhood. A half-space configuration is also studied. The Green dyads
are calculated accurately. Then three approached methods to compute the Sommerfeld integral are
proposed, the simulations showing that they save time in the calculation of these dyads. Taking
into account the coupling between a sphere and the interface is also investigated with an adequate
polarization tensor computed in a bispherical coordinate system. Each time, the scattered fields
simulated by the asymptotic method are compared to fields obtained by the coupled dipole method
(CDM). The results show that the asymptotic method provides satisfactory values of the scattered
field when the size of inclusions are very smaller than wavelength. The imaging algorithm MUSIC
is used to detect these inclusions from their multistatic response matrix collected by transceivers
dipoles. Analysis of singular values and singular vectors shows that there is a difference between
the data calculated by the asymptotic formula and those calculated by the CDM method. But this
difference does not persist if one considers noisy data. In both cases, MUSIC algorithm allows to
estimate the position of the inclusions, the notion of super-localization being particularly discussed.
A method is also proposed to estimate the orientation of an ellipsoid.
